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Predgovor

V svoji karieri se vsak inzenir grabenistva, geodezije in vodarstva dnevno srecuje z raz-
licnimi matematicnimi problemi s podrocja trigonometrije, vektorjev, algebre, statistike,
diferencialnih enacb in Se bi lahko nastevali. Z matematiko se srecujejo tudi posredno na
primer preko fizikalnih problemov in problemov statike. Na dodiplomskih univerzitetnih
studijih Fakultete za gradbenistvo in geodezijo univerze v Ljubljani so zato matematicni
predmeti precej zahtevni in od Studenta zahtevajo poglobljeno znanje in razumevanje tako
osnovnih kot tudi kompleksnejsih matemati¢nih pojmov.

V slovenscini je kar nekaj klasiénih zbirk, ki pokrivajo snov, obravnavano v tej zbirki,
zato smo se avtorice odlocile, da pripravimo drugacen tip zbirke. Zbirka pred vami je na-
menjena Studentom prvega letnika univerzitetnih studijev na Fakulteti za gradbenistvo in
geodezije kot gradivo za pripravo na kolokvije in izpite pri predmetu Matematika 1. Zbirka
vsebuje izpitne naloge in naloge s kolokvijev stirih studijskih let (od 2012/13 do 2016/17)
iz predmeta Matematika 1 ter njihove resitve. Naloge zato niso enakomerno porazdeljene
po temah in nekatere izmed njih povezujejo ve¢ tem ucnega nacrta predmeta. Naloge se
ne stopnjujejo po tezavnosti, kot smo vajeni v zbirkah, ki sistematicno obravnavajo in
razlagajo ucno snov. Posledicno lahko student naloge iz zbirke resuje po vrstnem redu
ali pa nakljuéno izbere nalogo nekega poglavja, ki ga zeli predelati. Za boljso predstavo,
kako so naloge po snoveh razdeljene na posameznem izpitnem roku, lahko student poisce
razporeditev nalog po kolokvijih in izpitnih rokih na strani Vsak student lahko tudi
testira svojo pripravljenost za izpit tako, da v obi¢ajnem ¢asu (t.j. uro in pol za izpit)
resi naloge izbranega izpitnega roka.

Da bi se studenti lahko ¢imbolje pripravili na preverjanje znanja, smo avtorice za
zbrane naloge pripravile podrobne resitve. Kadar je na razpolago ve¢ poti do resitve
naloge, smo jih tudi poskusile predstaviti, zagotovo smo pa kako pot tudi izpustile. Vodila
nas je zelja, da bi studenti spoznali razlicne pristope in najprej izbrali tistega, ki jim je
najbolj pisan na kozo. Ko ta pristop do potankosti obvladajo, jim bodo verjetno tudi
drugi bolj razumljivi in lazje obvladljivi. Vsekakor je pa zbirka bogat vir znanja, ki lahko
poglobi razumevanje snovi obravnavanih poglavij.

Za vso pomoc, nasvete in podporo se zahvaljujemo svojim sodelavcem izr. prof. dr.
Marjeti Kramar Fijavz, izr. prof. dr. Gasperju Jakli¢u in izr. prof. dr. Mitji Laknerju, ki so
naloge sooblikovali, prebrali njihove resitve in predlagali izboljsave. Hvala tudi recenzentu
doc. dr. Aljosi Peperku za njegove opombe in predloge.
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1 Definicijska obmocja in neenakosti

1. (1. kolokvij, 25.11.2013) Doloc¢ite naravno definicijsko obmocéje funkcije

= COS x(x+4) n — — |r —
@) = cos (2 b tnga ~ 2 fo - 1,
Resitev: Oznacimo

o(2) = cos —EFED ) (= 2= 2 — 1))

(z = 1)z = 3)

Potem velja Dy = Dy, N Dy,. Funkcija g je definirana povsod, razen v niclah imeno-
valca, to sta = 1 in z = 3. Torej D, = R\ {1,3}. Funkcija h pa je definirana,
kadar velja 1—|2—|z—1]|| > 0. Resiti moramo torej dobljeno neenacbo z absolutnimi
vrednostmi. Neena¢bo bomo resili na dva nacina.

1. nacin
Najprej neenacho prepisemo v obliko

12— |z — 1| < 1. (1)

Loc¢imo dva primera.

1. primer: Predpostavimo, da velja z > 1. Potem je x—1 > 0 in zato |[x—1| = z—1.
Neenacbo (|1) lahko torej zapisemo kot [2— (z—1)| < 1 oziroma |3—x| < 1. Dobljeno
neenacbo preuredimo:

—1 <3 -2 <1, (odstejemo 3)
—4 < —x < =2, (pomnozimo z — 1)
2<x <4

Presek dobljenega intervala (2,4) s predpostavko x > 1 je interval I; = (2,4).

%
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2. primer: Predpostavimo, da velja < 1. Potem je z — 1 < 0 in zato |z — 1| =
—(z—1). Neenacbo (/1)) lahko torej zapisemo kot |2+ (z—1)| < 1 oziroma |1+z| < 1.
Dobljeno neenacbo preuredimo:
—1<14z<1, (odstejemo 1)
—-2<x<0.

Presek dobljenega intervala (—2,0) s predpostavko x < 1 je Iy = (—2,0).

N7/

-2 0

|
!
|
|
|
f
1

Torej D, = I, UL, = (—2,0) U (2,4). Zato je
Dy =D,N Dy = (—2,0)U(2,3) U (3,4).

2. nacin

Izracunajmo tocke, v katerih sta izraza pod znakom absolutne vrednosti enaka O:
x—1=0 velja, kadar je x = 11in 2 — |x — 1| = 0 velja, kadar je z = 3 ali x = —1.
Tocke —1,1 in 3 razdelijo realno os na Stiri intervale: (—oo, —1],(—1,1],(1,3] in
(3,00). Na vsakem od teh intervalov lahko odpravimo absolutne vrednosti.

1. primer: Predpostavimo, da velja z € (—oo, —1]. Potem je x — 1 < 0 (namrec,
kerjex < —1,jex —1 < —2 < 0) in zato je |xt — 1] = —(z — 1). Ker je
2—|lz—1=24+(x—-1)=1+2<0,

imamo |2 — |z — 1| = —(2+ (z — 1)) = —1 — . Dobili smo neenacbo —1 — z < 1.
Njena resitev je x > —2. Presek te resitve s predpostavko je interval I} = (-2, —1].

2. primer: Predpostavimo, da velja z € (—1,1]. Potem je z —1 < 0 (namrec, ker je
x<1,jex—1<0)inzato je |z — 1| = —(z — 1). Ker je

2|z —1]=2+4(@—1)=1+z>0,

je|2— |z —1|| =2+ (x — 1) = 1 4+ . Dobili smo neenac¢bo 1+ x < 1. Njena resitev
je © < 0. Presek te resitve s predpostavko je interval I, = (—1,0).
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—

3. primer: Predpostavimo, da velja = € (1,3]. Potem je x —1 > 0 (namrec¢, ker je
x>1,jex—1>0)in zato je |t — 1| =z — 1. Ker je

2—|lz—1=2—-(x—1)=3—-22>0,

imamo |2 — |z — 1|| =2 — (x — 1) = 3 — 2. Dobili smo neena¢bo 3 —x < 1. Njena
resitev je x > 2. Presek te resitve s predpostavko je interval I3 = (2, 3].

NS Asggg
8

4. primer: Predpostavimo, da velja z € (3,00). Potem je x — 1 > 0 (namre¢, ker je
x>3,jex—1>2>0)in zato je |z — 1| =z — 1. Ker je

2—jz—1=2—-(z—-1)=3—-2<0,

je|2—]x—1]| = =(2— (z—1)) = =3+ . Dobili smo neenacho —3 4+ z < 1. Njena
resitev je x < 4. Presek te resitve s predpostavko je interval I, = (3,4).

=~ 4NN N N

w Aﬁggg

Torej Dy = I, UL, U3 UL = (—2,0) U (2,4). Zato je

Dy =D,N Dy, =(—2,0)U(2,3) U (3,4).

Opomba: Neenacbo |2 — |z — 1|| < 1 lahko resimo tudi grafiécno. Z uporabo operacij
na grafih funkcij narisemo graf funkcije ’2 — |z — 1\|



y =z —1

y=—lz—1

y=2—|x‘—,1|}/,\ i y:|2—|x—1‘|\/'
/ | |

Zdaj narisemo dobljen graf in graf funkcije g(x) = 1 v istem koordinatnem sistemu.
Neenakost |2 — |z — 1|| < 1 velja natanko za tiste vrednosti z, za katere je graf
funkcije f(x) = |2 — |z — 1| nizje od premice g(x) = 1. Iz slike je razvidno, da je to
obmocje (—2,0) U (2,4).

flx) =2 =z —1]|

\/ g(w) ::(:1

2. (1. izpit, 23.1.2014) Dolocite naravno definicijsko obmocje funkcije

(x —T)sinz

@t e + In(|z® — 5z| — 6).

f(z) =

10



Resitev: Oznacimo

— ) si
g(z) = % in h(z) = In(j2® — 52| — 6).
Potem velja Dy = D, N D;,. Funkcija ¢ je definirana povsod, razen v niclah ime-
novalca: to sta z = —2 in x = 0. Zato je D, = R\ {—2,0}. Funkcija h pa je
definirana, kadar velja
|z* — 5z| — 6 > 0. (2)

Resiti moramo dobljeno neenacho z absolutno vrednostjo. Izraz pod znakom abso-
lutne vrednosti razstavimo na faktorje 22 — 5z = z(x —5). Glede na predznak izraza
x(z — 5) lotimo dva primera.

1. primer: Predpostavimo, da velja x < 0 ali x > 5. Potem je x(z — 5) > 0 in zato
|22 — 5x| = 2% — 5. Neenacbho (2)) lahko torej zapisemo kot 2> — 5z — 6 > 0 oziroma
(x +1)(z — 6) > 0. Resitev dobljene neenacbe je z < —1 ali © > 6, njen presek s
predpostavko je isti: I} = (—o0, —1) U (6, 00).

2. primer: Predpostavimo, da velja 0 < x < 5. Potem je x(x — 5) < 0 in zato
|22 — 5x| = — (22 — 5x) = —2? + 5z. Neenacho (2)) lahko torej prepisemo v obliko
2 —5x+6 < 0 oziroma (z —2)(z — 3) < 0. Resitev dobljene neenacbe je 2 < z < 3,
njen presek s predpostavko je isti: Io = (2, 3).

11



3. (1. kolokvij, 1.12.2014) Dolo¢ite naravno definicijsko obmocje funkcije

z(x—1)(z+7)
r+1

f(z) = sin ( > + In(|z® — 4| — 3x).

Resitev: Oznacimo

x(r—1)(z+7)
r+1

g(z) =sin ( > in  h(z) = In(|z* — 4| — 3z).
Torej velja Dy = DyN Dy,. Funkcija g je definirana povsod, razen v nicli imenovalca:
to je x = —1. Zato je Dy = R\ {—1}. Funkcija h pa je definirana, kadar velja

|z? — 4] — 3z > 0. (3)

Resiti moramo torej dobljeno neenachbo z absolutno vrednostjo. Glede na predznak
izraza 2 — 4 lo¢imo dva primera.

1. primer: Predpostavimo, da velja x < —2 ali # > 2. Potem je 22 — 4 > 0 in zato
|22 — 4] = 2? — 4. Neenacbo lahko torej zapisemo kot z* — 4 — 3z > (0 oziroma
(x—4)(x+1) > 0. Resitev dobljene neenacbe je unija intervalov (—oo, —1)U (4, 00),
njen presek s predpostavko pa je I} = (—o0, —2] U (4, 00).

T2 o

T T

/7 M R ——
4

2. primer: Predpostavimo, da velja —2 < x < 2. Potem je 2> —4 < 0 in zato
|22 — 4| = — (22 —4) = —2? +4. Neenacbo (3)) lahko zapisemo kot —z%+4—3z > 0
oziroma (z + 4)(z — 1) < 0. Resitev dobljene neenacbe je interval (—4,1), njegov
presek s predpostavko pa I = (=2, 1).

7/,
0

—4 -2

1 2
Torej je Dy, = [1Ul, = (—00, 1)U(4, 00) in zato je Dy = (—oo0, —1)U(—1,1)U(4, c0).

12



4. (4. izpit, 31.8.2015) Poiscite naravno definicijsko obmocéje funkcije

2 _5— 9
flz) = xx—flﬁs—i-arcsin (IT>

Resitev: Oznaéimo

22 —x—6

gl@) =/—2"2 in  h(z) = arcsin (x;2>

r—1

Potem velja Dy = D, N Dj,. Najprej dolo¢imo definicijsko obmocje D, funkcije g.
Le-ta je definirana, kadar je izraz pod znakom kvadratnega korena nenegativen in
x # 1. S faktorizacijo Stevca izraza pod korenom dobimo neenac¢bo

(x —3)(z+2) >0.
r—1
Nic¢li stevca z; = 3 in 9 = —2 in ni¢la imenovalca x3 = 1 ulomka na levi strani
neenacbe razdelijo stevilsko premico na §tiri intervale: (—oo, —2],[—2,1),(1,3] in

[3,00). Na vsakem od teh intervalov ima ulomek (x_i)# konstanten predznak.

Ce vstavimo = = 0, je ulomek enak 6 > 0, zato je na intervalu [—2,1) vrednost
ulomka pozitivna. Zaradi lihosti pola in nicel zdaj vemo, da je na sosednjih intervalih
(—o0, —2] in (1, 3] predznak ulomka negativen, in na intervalu [3, 0o) spet pozitiven.
Ker je D, unija tistih intervalov, kjer je predznak pozitiven, je D, = [—2,1)U[3, 00).

Zdaj izracunajmo Se Dj. Spomnimo se, da je funkcija arcsinz definirana, kadar
velja —1 <z < 1. Zato je funkcija h(z) = arcsin (22) definirana, kadar velja

< 1, (pomnozimo s 5)

, (pristejemo 2)

Torej Dy, = [—3,7]. Zdaj pa dolo¢imo Dy = D, N Dy = [-2,1) U [3,7].

13



5. (1. kolokvij, 23.11.2015) Za funkcijo
f(z) = In(arccos(2x))
(a) dolocite definicijsko obmocje in zalogo vrednosti;

(b) preverite, da je funkcija bijektivna in zapisite predpis njej inverzne funk-
cije f1;

(c) poiscite edino niclo funkcije f~1.

Resitev:
(a) Ker je funkcija arccos z definirana za x € [—1, 1], je funkcija h(z) = arccos(2x)
definirana za 2z € [—1,1] oziroma za x € [—3, 3] .

Y Yy
T+ s

Y = arccosx h(z) = arccos(2z)

NS
AV

|
T

-1 1

8

8

| L
N
N |
—_

Ker je funkcija In  definirana za x > 0, je funkcija f(z) = In(arccos(2x)) definirana
za tiste vrednosti x iz definicijskega obmocja funkcije arccos(2z), za katere velja
arccos(2z) > 0. Iz grafa funkcije arccos(2z) na sliki je razvidno, da za vsak z iz
intervala [—%, l} velja arccos(2z) > 0, pri ¢emer je arccos(2x) = 0, kadar je 2x = 1
oziroma x = 3. Torej je definicijsko obmocje funkcije f(z) = In(arccos(2z)) enako
Dy - [-13)

Pois¢imo Se zalogo vrednosti funkcije f(z) = In(arccos(2z)). Ugotovili smo ze, da
za x € Dy funkcija arccos(2x) zavzame vrednosti na intervalu (0, 71]. Zato je zaloga

14



vrednosti Z; dane funkcije f(z) enaka zalogi vrednosti funkcije Inz za x € (0, 7]
Le-ta, kot je razvidno iz grafa funkcije Inz, je enaka (—oo,Inz]. Torej je tudi
Zy = (—oo,In]|.

(b) Najprej preverimo, da je dana funkcija f(z) bijektivna (sicer ne bi imela in-
verzal). Dana funkcija je kompozitum f(z) = g(h(z)), kjer je h(z) = arccos(2z) ter
g(x) = Inz. Iz grafov funkcij arccosx in Inx na slikah sledi, da je za x € [—%, %)
funkcija h(x) bijektivna in da je za x € (—oo, m) funkcija g(z) bijektivna (ker ima
poljubna premica y = a, kjer je 0 < a < m, natanko eno presecisce z grafom funk-
cije). Ker je kompozitum bijektivnih funkecij bijektivna funkcija, je tudi funkcija
f: Dy — Zy bijektivna.

Inverzno funkcijo f~': Z; — D; poiséemo tako, da najprej zapiSemo y = f(z) in iz
dobljene enacbe izrazimo z z y:

y = In(arccos(2x)),
e¥ = arccos(2x),

cos(e’) = 2,
1
— ¥y = .
5 cos(e’) =z

Torej je x = f(y) = 3 cos(e?). Zdaj zamenjamo Se vlogi spremenljivk z in y, da
dobimo f~!(z) = 1 cos(e”), € (—o0,In].

(¢) Nicla funkcije f~! je resitev enacbe f~*(z) = 0, z € D;-1. Poiskali jo bomo na
dva nacina.

1. nacin

Resimo enacbo f~!(z) = 0:

15



e” = arccos 0 = /2,

len(g).

Torej je x = In (g) edina nicla funkcije f1.

2. nacin
Upostevamo, da enakost f~!(z) = 0, € D;-1, velja natanko takrat, kadar je
f(0) = x. Zato je

z = f(0) = In(arccos0) = In <g> :

6. (1. izpit, 28.1.2016) Dolocite vsa stevila x, za katera velja neenakost
1
‘|$|—2‘<Z|x+2| (4)

in narisite grafa na obeh straneh neenacaja v R2?. ‘Popravite’ §tirico v
neenacbi tako, da bo mnozica resitev natanko interval (1,4).

Resitev: Nalogo bomo resili na dva nacina.

1. nacin
Ker naloga zahteva, da skiciramo grafa, se lotimo reSevanja naloge graficno. Z
uporabo operacij na grafih funkcij narisemo grafe funkcij Hx\ — 2‘ in 411 |z + 2.

) Y

y = |z

16



Zdaj narisimo oba grafa v istem koordinatnem sistemu. Neenakost ||x| —2‘ < 1lz+2]
velja natanko za tiste vrednosti x, za katere lezi graf funkcije y = | || —2‘ pod grafom
funkcije y = 3|z +2|. Iz slike na naslednji strani je razvidno, da je to interval (4, B).
Poiscimo koordinate tock A in B.

e Tocka A:
e Tocka B:

(z +2) = —2 + 2, od koder dobimo z = £.

5
(z +2) =z — 2, od koder dobimo z = .

NN =

Resitev dane neenacbe je torej interval (£, &)

17



Pois¢imo zdaj se tak a, da bo resitev neenacbe ||z| — 2| < Llz + 2| interval (1,4).
Povecati moramo torej naklon desnega poltraka grafa funkcije y = 71; |z + 2|, tako
da se bo tocka A premaknila malo na levo in bo imela z-koordinato 1, in da se bo
tocka B premaknila malo na desno in bo imela z-koordinato 4. To pomeni, da ima
enacha L(z +2) = —x + 2 refitev 2 = 1 in enacba (x4 2) = z — 2 resitev z = 4.
Iz obeh pogojev dobimo resitev a = 3.

2. nacin
Dano neenacbo lahko resimo tudi brez risanja skice. Pois¢imo tocke, v katerih so
izrazi pod znakom absolutne vrednosti enaki 0: |z| = 0 velja, kadar je z = 0,
|z| — 2 = 0 velja, kadar je |z| = 2 oziroma z = £+2 in x + 2 = 0 velja kadar je
x = —2. Dobljene tocke x = —2,x = 0 in x = 2 razdelijo Stevilsko premico na
intervale, na katerih lahko odpravimo absolutne vrednosti.
1. primer: Predpostavimo, da velja x < —2. Potem je |z| = —z in

2| —2|=|-z—-2/=—-z -2,

saj je na danem intervalu —z — 2 > 0. Ker je na danem intervalu x + 2 < 0,
velja |z +2| = —z — 2. Neenacbo ([4) lahko torej zapisemo kot —z —2 < 3(—z —2).
Resitev dobljene neenacbe je x > —2, njen presek s predpostavko pa je oc¢itno prazna
mnozica: [ = &.

2. primer: Predpostavimo, da velja —2 < x < 0. Potem je |z| = —z in
2] = 2| =|-z -2 =2 +2,
saj je na danem intervalu —xr — 2 < 0. Ker je na danem intervalu x + 2 > 0, velja

|z + 2| = 2 + 2. Neenacbo () lahko torej zapisemo kot © + 2 < (x + 2). Resitev

18



dobljene neenacbe je x < —2, njen presek s predpostavko pa je ocitno spet prazna
mnozica: I, = &.

3. primer: Predpostavimo, da velja 0 < x < 2. Potem je |z| = z in
‘|x|—2| =lzr—-2|=—-x+2,

saj je na danem intervalu x — 2 < 0. Ker je na danem intervalu = + 2 > 0, velja
|z + 2| = z + 2. Neenacho () lahko torej zapisemo kot —z + 2 < 1(z + 2). Resitev
dobljene neenache je x > g, njen presek s predpostavko pa je I3 = (g, 2].

4. primer: Predpostavimo, da velja x > 2. Potem je |z| = z in

lz] —2| =]z —2| =z -2,

saj je na danem intervalu x — 2 > 0. Ker je na danem intervalu = + 2 > 0, velja
|z + 2| = x + 2. Neenacbo (4] lahko torej zapisemo kot  — 2 < 1(x + 2). Resitev
dobljene neenacbe je z < %, njen presek s predpostavko pa je I, = (2, %)

Resitev neenacbe je [ULUI3UI, = (g, %) Resevanje naloge nadaljujemo kot
v 1. nacinu.

7. (4. izpit, 28.8.2017) Dolocite definicijsko obmodje funkcije

fla) = VI—al—22+1.

Resitev: Funkcija f(x) je definirana, kadar je
1—z|—2*+1>0. (5)
Resiti moramo dobljeno neenacbo z absolutno vrednostjo. Neenacbo bomo resili na

dva nacina:

1. nacin
Izraz pod znakom absolutne vrednosti je 1 —x, in je enak 0, ¢e je z = 1. Zato lo¢imo
dva primera.

1. primer: Predpostavimo, da velja x > 1. Potem je 1 — 2 < 0 in zato je
l1—z=—1—-2)=—-1+uz.

Neenacho prepisemo v obliko —1 4+ 2 — 2%+ 1 > 0, ki se poenostavi v x — 22 > 0
ali z(1 —z) > 0. Ker iz predpogoja sledi, da je 1 — 2 < 0, mora biti tudi z < 0.
Presek dobljenega intervala s predpostavko je I} = &.
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2. primer: Predpostavimo, da velja x < 1. Potem je 1 — x > 0 in zato je
1—z|=1—ux.

Neenacbo prepisemo v obliko 1 —x — 2241 > 0, ki se poenostavi v a? +z—2 < 0
oziroma (x + 2)(z — 1) < 0. Resitev kvadratne neenacbe je interval [—2, 1]. Presek

dobljenega intervala s predpostavko je interval Iy = [—2, 1].
Resitev neenacbe () je I; U I, = [—2,1]. Zato je Dy = [-2,1].
2. nacin

Neenacbo prepisemo v |1 — x| > 22 — 1. Neenacba velja za tiste vrednosti x, za
katere graf funkcije g(x) = |1 — x| lezi nad grafom funkcije h(x) = 2* — 1. Narisemo
oba grafa:

Iz slike je razvidno, da je resitev dane neenacbe interval [—2,1]. Tocko x = —2, v
kateri parabola y = 22 — 1 seka premico y = 1 — x, dobimo kot resitev kvadratne
enacbe 72 — 1 =1 — z.
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2 Indukcija

8. (1. kolokvij, 1.12.2014) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je izraz oblike
10" + 3 - 472 4 5 deljiv z 9 za vsak n € {0} UN.

Resitev: Dokazati je treba, da za vsak n € {0} UN velja

10" +3-4""2 4+ 5 =92, za nek z € Z. (6)
Naj bo n = 0. Izraz na levi strani enakosti v @ ima vrednost 10°+3-42+5=9-6
in je ocitno deljiv z 9.
Indukcijskega koraka se lahko lotimo na dva nacina:

1. nac¢in
Indukcijska predpostavka pove, da je trditev @ pravilna na primer pri n = k
(k > 0), torej obstaja neko celo stevilo a, da je

105 4 3-4%2 + 5 = 9a. (7)

Potrebno je pokazati, da trditev @ velja tudi pri n = k + 1, torej da obstaja neko
celo stevilo b, za katero velja enakost

107! + 34543 + 5 = 9b.
Ce levo stran zadnje enakosti malo preoblikujemo, dobimo:

10-10F +3-4-4*2 45

= (9+1)-10F+3-(3+1)4"2 +5

= 9-10F +10F4+3-3-4"2 4 3.42 15
9- (10 4 452) + 10 4 3 - 4" + 5.

10k+1 + 3 X 4k+3 + 5

Prvi ¢len je deljiv z 9, saj je stevilo 10F + 452 celo (ker je k naravno Stevilo).
Drugi ¢len pa je deljiv z 9 zaradi indukcijske predpostavke (7)). Ker je vsota dveh
veckratnikov stevila 9 tudi sama veckratnik Stevila 9, smo dokazali, da trditev velja
tudi pri n =k + 1.

2. nacin

Indukcijsko predpostavko lahko zapisemo malo drugace:

5=9a—10" —3-4""2 za nek a € Z. (8)
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Spet dokazujemo pravilnost trditve pri n = k 4 1, torej da obstaja neko celo stevilo
b, za katero velja enakost

105+ 3. 4848 15 = 9p. (9)
Z uporabo indukcijske predpostavke , lahko levo stran enakosti @ preoblikujemo:
10F +3.4"3 415 =10-10" +3-4- 452 4 9q — 10F — 3. 4F+2 =
9a +9-10F +3-3- 452 =9. (a + 10" + 4+72) .

Ker je a celo stevilo, k pa naravno, je tudi a + 10* 4 4¥+2 celo stevilo. Trditev drzi
torej tudi pri n =k + 1.

Po principu matemati¢ne indukcije smo s tem pokazali, da trditev velja za vsa Stevila
n iz mnozice n € {0} UN.

9. (1. kolokvij, 23.11.2015) S pomodcjo matematiéne indukcije pokazite, da za
vsako naravno Stevilo n velja

2+10+24+...+n(3Bn—1) =n?*(n+1).

Regitev: Pri n = 1 se nasa trditev glasi 2 = 1% - 2, torej baza indukcije stoji.
Predpostavimo, da za nek n = k (k > 1) velja

24+ 10+24+ ...+ k(Bk—1) = k*(k +1).
Pokazimo zdaj, da za n = k + 1 velja
2410+24+ ... +kBk—1)+(k+1)3k+2) = (k+ 1)*(k +2). (10)
Na prvih k ¢lenih leve strani enakosti bomo uporabili indukcijsko predpostavko:

2+10+24+ ... +kBk—1)+ (k+1)(3k +2) = k*(k + 1) + (k + 1)(3k + 2)
= (k+1)(k*+ 3k +2)
=(k+1)(k+1)(k+2)
=(k+ 12k +2).

Torej trditev drzi tudi za n = k + 1. Po principu matemati¢ne indukcije smo s tem
pokazali, da trditev velja za vsa naravna Stevila n.
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3 Kompleksna stevila

10. (3. izpit, 9.6.2014) Naj bo A mnozica vseh kompleksnih stevil, ki zadoséajo
enacbi 2|z| = |z — 3i|. Skicirajte jo v kompleksni ravnini. Pokazite, da
mnozica A vsebuje natanko dve realni stevili in pois¢ite razdaljo med njima.

Resitev: Stevilo z zapisimo v obliki z = = + iy, kjer sta z,y € R. Potem je

2| = /22 + 92, 2 —3i =z + (y — 3)i in |z — 3i| = /22 + (y — 3)2. Zato lahko dano

enacbo zapisemo kot
2v/a? +y2 = /22 + (y — 3)2. (11)

Ker je za nenegativni Stevili a in b enakost a = b ekvivalentna enakosti a? = b2,
lahko enac¢bo kvadriramo in tako dobimo ekvivalentno enacbo

4(x* +y*) =27 + (y — 3)%
Dobljeno enacbo zapisemo kot 322+ 3(y? +2y — 3) = 0 oziroma x? +y? +2y —3 = 0.
Vsoto y? + 2y dopolnimo do popolnega kvadrata:
2?4 (P +2y+1)—1-3=0,
22+ (y+1)? =4.

Dobili smo ena¢bo kroznice polmera r = 2 s sredis¢em v tocki (0, —1). Torej mnozica
A predstavlja dobljeno kroznico.

Kompleksno stevilo z = = + 1y je realno, ¢e je y = 0. Zato vsa realna Stevila, ki
so vsebovana v mnozici A, dobimo tako, da v dobljeno enacbo kroZnice vstavimo
y = 0. Dobimo ena¢bo 22 + 1 = 4, ki ima dve reditvi ; = —v/3 in a5 = V3. Torej
mnozica A vsebuje dve realni stevili: —/3 in /3. Graficno gledano, govorimo o
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(—v/3,0) in (v/3,0) in je enaka 2+/3.

11. (1. 1izpit, 29.1.2015) Dolocite mnozico tistih kompleksnih stevil, za katere velja

z+1
zZ—1

=4

Narisite to mnozico v kompleksni ravnini.

Resitev: Pomnozimo dano enacbo z |z —i|. Dobimo |z +i| = 4]z —i|. Ker z =i
ni reSitev dobljene enacbe, je le-ta ekvivalentna zacetni. ZapiSimo stevilo z kot
z = x + 1y, kjer sta x,y € R, in prepiSemo enacbo v obliko

[z +i(y + 1)| = 4z +u(y = 1)[.
Po definiciji absolutne vrednosti kompleksnega stevila to lahko zapisemo kot
V2 + (y+1)2 =422+ (y — 1)2

Ker je za nenegativni $tevili a in b enakost a = b ekvivalentna enakosti a? = b?,
lahko zgornjo enac¢bo kvadriramo in tako dobimo ekvivalentno enac¢ho

2+ (y+1)? =16(z + (y — 1)?).

Dobljeno ena¢bo lahko zapisemo kot 1522+ 15y? — 34y +15 = 0. Zdaj enacbo delimo
s 15 in nato dopolnimo vsoto y* — ?—gy do popolnega kvadrata:

34

2 2
+P—Zy+1 = 0
e :

17 17\ 2 17\ 2
2 2_9.qy. — _ — [ = 1 =
x+<y V' 15 7\ 15 5) " 0,
2 17\* 64 [/8)°
T\ T 1) T 25 T \15)

8

Dobili smo enacbo kroznice polmera r = £ s srediséem v tocki (0, iI).
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12. (3. izpit, 15.6.2015) Poiscite in v kompleksni ravnini narisite tocke, za katere
velja
|z — 3i| = 2|2| in Im(2) = —2.

Resitev: Zapisimo Stevilo z v obliki z = x + iy, kjer sta x,y € R, in upostevajmo,
da je y = —2. Prepisimo dano enac¢bho v obliko

|z +i(—2 — 3)| = 2|z — 2i.
Po definiciji absolutne vrednosti kompleksnega stevila to lahko zapisemo kot
Va2 + (=5)2 = 2y/x2 + (—2)2

Ker je za nenegativni Stevili @ in b enakost a = b ekvivalentna enakosti a? = ?,
lahko zgornjo enacbo kvadriramo in tako dobimo ekvivalentno enac¢bo

r? 4 25 = 4(2? + 4).

Dobljena enacba se poenostavi v 22 = 3. Torej imamo dve resitvi 2; = /3 in
xy = —/3. Ugotovili smo, da obstajata le dve tocki, ki zados¢ata obema pogojema:

A(—+/3,-2) in B(V/3,-2).
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13. (1. kolokvij, 23.11.2015) Dani sta kompleksni stevili z; = 1—+/3i in 2o = 144.

(a) Izracunajte #-22.

(b) Zapisite z; in 2z v polarni obliki.

12
~ . Zl
(¢) Izracunajte o

Resitev:

(a) Stevec in imenovalec ulomka pomnozimo s $tevilom, ki je konjugirano imeno-
valcu: Zz = 1 — ¢. Racunamo:

21 — 2 i(—v3—1) i(—V3-1) 1—i
2 1+4 1+ 1—i
~V3—-1-i(v3+1)  V3+1 V3+1
= — —1 .
2 2 2

(b) Spomnimo se, da je polarna oblika kompleksnega Stevila z = a+bi # 0 definirana
kot z = r(cos ¢ +ising), kjer je r = [z| = Va2 + b?, cosp = % in sinp = 2. Zadnja
dva pogoja enolicno dolocata kot ¢ = Arg(z), za katerega velja 0 < ¢ < 27.
Izra¢unajmo absolutno vrednost |z1| = /143 = 2. Za ¢ = Arg(z;) je cosp = =
sin ¢ = —*/7? Torej je

=27 — T .

4 3 3

Polarna oblika stevila z; je

S5v . . 5w
z1 =2 COS?—FZSID? .

Za Stevilo 29 velja: |22| = V1+1 =2 Za1 = Arg(z) velja cosyp = \/Lg n

siny = ToreJ je ¥ = Z. Polarna oblika stevila z, je

zgzﬂ<cos%+isin%).

(c) Vrednost izraza 12 bomo izracunali na dva nacina.
2
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1. nac¢in
Po formuli za potenciranje kompleksnega stevila v polarni obliki dobimo:

12-5 12-5
72 = 28 <cos 3 T + isin 3 W) = 2" (cos(207) + isin(207))

= 2%(cos0 +isin0) = 2"

z? = Nom (COS QS)TW + i sin QS)TW) = 2%(cos(57) + isin(5m))
= 2%(cosm 4 isinm) = —2°.
Zato velja ; Y
%:3—26:—26:—64.
2. nacin

Najprej uporabimo formulo za deljenje kompleksnih stevil v polarni obliki:

3
22 \/5((:05% + ¢ sin %)

21 2 (cos%7r + ¢sin 5—“)

17 17
= \/5 (cosl—; +isin1—27T> .

Zdaj uporabimo Se formulo za potenciranje kompleksnega Stevila v polarni obliki:

2z 21 12 177 177\ \ 2
o () (VP 2 4 ieip——
T <22> (\/_ (cos D + 2s1n B )>

= V2" (cos(17r) + isin(177)) = 2%(cos 7w + isin7) = —2° = —64.

14. (2. izpit, 11.2.2016) Dolocite mnozico vseh kompleksnih stevil, za katera velja
enakost
|z — 1| = |22 + 1]

in jo narisSite v kompleksni ravnini.
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Resitev: Zapisimo Stevilo z v obliki z = x + 1y, kjer sta x,y € R. Potem je

z—1l=(x—1)+iy, |z—1=+(r—1)2+y%, 22+ 1= 220+ 1)+iyin |22+ 1| =

v/ (2z + 1)2 + y2. Zato lahko dano enacbo zapisemo kot

Ve =12 4+92 = /(224 1)2 + (2y)2. (12)

Ker je za nenegativni $tevili a in b enakost a = b ekvivalentna enakosti a? = b?,
lahko enacho kvadriramo in tako dobimo ekvivalentno enacho

(x—1)?+132 =22+ 1)* + (29)*

Dobljeno enacbo lahko zapisemo kot 322 + 3y? + 62 = 0 oziroma 22 + 2z + y2 = 0.
Vsoto 22 + 2z dopolnimo do popolnega kvadrata:

(2 4+22+1)—1+y* = 0,
(z+1)*+y* = 1.

Dobili smo ena¢bo kroznice polmera r = 1 s sredis¢em v tocki (—1,0).

15. (3. izpit, 13.6.2016) Poiscite vse resitve enacbe

Re(z+iz2)+22=0, z¢€C,

in jih narisite v kompleksni ravnini. Naredite isto Se za enacbo
Im(2z —iz) = 1. Dolocite vsa kompleksna Stevila, ki zadoscajo obema
enacbama.

Resitev: Zapisimo Stevilo z v obliki 2z = x 4 1y, kjer sta z,y € R. Potem je
z4iz =x+iy+i(z+iy) = (r—y)+i(r+y) in tako je Re(z+1iz) = x —y. Produkt
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27 je enak 2z = (z +1y)(z — iy) = 2% + y*. Torej lahko enacbo Re(z +i2) + 22 = 0
zapisemo kot z — y + 22 + y? = 0 oziroma z? + x + y?> — y = 0. Dopolnimo vsakega
od izrazov z2 + x in y? — y do popolnega kvadrata:

1 1 1 1 1 1
2 T N 2 _o. .. 2 Y _ 1
(az +2-z 2+4> 4+(y 2.y 2+4> 1 0,
2

VR
8
+

N | —
N——
no
+
N
<
|
N | —
N——
Il
DN | —

Dobili smo enacbo kroznice polmera r = \% s srediscem v tocki (—%, %)

Za reSevanje druge enacbe najprej izracunamo
2z —iz =2+ iy) —i(r +iy) = 2z +y) +i(2y — x).

Zato je Im(2z —iz) = 2y — z in enacbo lahko zapisemo kot 2y —z = 1. To je enacba
premice, ki gre skozi tocki (0, %) in (—1,0).

Poiscimo se vsa kompleksna Stevila, ki resijo obe enachi. Iz enacbe premice izrazimo
xr = 2y — 1 in vstavimo ta nastavek za x v enacbo kroznice:

rssd) o (2) - 8
2 2 2
NG R

2 2 2
4y2—2y+i+y2—y+i = %
52 -3y = 0,

y(by —3) = 0.

Zadnja enacbha ima dve resitvi: y; = 0 in yp = % Ce ju vstavimo v nastavek za z,
dobimoz; =2-0—1=—-1inzy =2- % - 1= % Obstajata torej dve kompleksni
stevili, ki sta resitvi danih dveh enacb: z; = z; + iy, in 2o = x9 + iys oziroma

kroznice in premice.
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16. (1. kolokvij, 5.12.2016) Poiscite vsa kompleksna Stevila z, za katera velja:

, (V2 va\© V2
\/§z—<7—7@> —i-?.

Resitev: Najprej poenostavimo desno stran enacbe tako, da zapiSemo kompleksno
stevilo \/75 — ‘/752 v polarni obliki in uporabimo formulo za potenciranje kompleksnega
stevila v polarni obliki. Izratunamo: r = /242 =1, cosp = %2, sinp = —‘/75.

Zato imamo ¢ = %r in posledi¢no

V2 V2,

™ 1 . ™
_— 7 = _— 1m —.
9 9 (4 COSs 1 18 1

Zdaj lahko stevilo potenciramo:

21
<ﬁ ﬁ) 2170 921-Tn; 1470 147«
— - —1
1

5 5 = cos + ¢ sin = coS 1 + ¢ sin 1

= cos (367r + %T) + 2sin <367T + %T)

37( L. 37( \/§ \/§
€08 4 ‘o 4 2 ! 2
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Dano enacho lahko torej zapisemo kot

Dobljeno enacbo resujemo tako, da iS¢emo z v obliki z = x + iy, kjer sta z,y € R.
Potem je 22 = 22 — y? + 2zyi in zato lahko enacbo zapiSemo kot

v? — y® + 22yi = %

V dobljeni enacbi izenac¢imo realni in imaginarni del kompleksnih stevil na levi in
na desni strani:
2 .2 1
r*—y =0, 20y = —.
2
Iz druge dobljene enache izrazimo y = ﬁ (in pred tem opazimo, da x = 0 ni resitev

druge enacbe in zato smemo deliti z x), in vstavimo dobljen izraz v prvo enacbo:

9 1

Ce zadnjo enachbo pomnozimo s 1622, dobimo 16z* — 1 = 0, torej je z* = L.
Dobljena enacba ima dve resitvi z; = % in xy = —%. Vstavimo dobljeni vrednosti v
nastavek za y in dobimo y; = 4% = %, Yo = 4.<i%) = —%. Zacetna enacba ima torej

1
3
dve resitvi
_1+,1_ 11
21—2 22 in 29 = 5 22.

17. (4. izpit, 28.8.2017) Poiscite vsa kompleksna stevila, ki zados¢éajo enacbama

|z+1—2i| =|2—1| in 2Im(z) = Re(2).

Resitev: Zapisemo Stevilo z v obliki z = = + 1wy, kjer sta z,y € R. Potem je
z4+1—-2i=(x+1)+i(y—2)in tako je

lz4+1 =2 =|z+1)+ily—2)| =+ (z+1)2+ (y — 2)%
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Na podoben nacin izracunamo se |z — 1| = |(z — 1) +iy| = /(x — 1)? + y2. Zato je
prva od podanih enacb ekvivalentna enacbi

(@+1)°+(y—2°= (-1 +v" (13)

Ker je Im(z) = y in Re(z) = =, lahko drugo enacbo 2Im(z) = Re(z) zapisemo kot
2y = x. Ko vstavimo x = 2y v , dobimo

Qu+1)2+(y—2)°=Q2y—1)7°+y

Resitev dobljene enacbe je y = —1. Torej je x = —2. Zato je 2 = —2 — 7 edino
kompleksno stevilo, ki zadoS¢a obema podanima enacbama.
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4 Vektorji

18. (1. kolokvij, 25.11.2013) Poiscite vse vektorje 7, ki zadoscajo enachi
|'d x @| = 1, kjer je @ dan vektor. Ali za kaksen vektor @ enacba nima
resitve?

— —
Resitev: Enacba ocitno ni resljiva, ce je ad=0. Predpostavimo, da je a # 0.
Uporabimo formulo |@ x @ | = ||| 7| sin ¢, kjer je ¢ kot med vektorjema @ in

Prepisimo dano enacho v | @|| 2’| sin ¢ = 1 oziroma | 2| sin ¢ = I?}_I

Leva slika predstavlja primere, ko je ¢ oster kot. Ce uporabimo definicijo sinusa,
nam slika pove, da je resitev enacbe E krajevni vektor tocke T', ki je za ‘—%r‘ oddaljena
od nosilke vektorja @. Desna slika predstavlja primere, ko je ¢ topi kot. Ker je
sin p = sin(m — @) je tudi tukaj resitev enacbe E krajevni vektor tocke T, ki je za
I:}z_l oddaljena od nosilke vektorja d. Resitev dane enacbe so krajevni vektorji tock,
ki lezijo na plascéu valja s polmerom ‘:}l—‘, ki se razteza vzdolz nosilke vektorja q.

Enacba je torej neresljiva le za nicelni vektor q.

19. (4. izpit, 1.9.2014)
%
(a) Izracunajte kot med vektorjema @ in b, ce je

T =T4279, b=, [Z|=2F|in7 LY.

%
(b) Izrazite ploscino paralelograma, ki ga napenjata vektorja din b,z
dolzino vektorja 7
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Resitev:

(a) Za izracun kota med vektorjema lahko uporabimo definicijo skalarnega produkta,

po kateri je . R
@b =|d||b]|cose,
— — —
kjer je ¢ iskani kot med vektorjema @ in b . Priizracunu @ - b, |@|in | b | bomo
uporabili enakosti

7Y =0(saj ¥ LY),
77 =7 =47 in

Skalarni produkt

70 = (F+27) (T -7
_ P T-T T4 T 277
= A7) -2(7P
= 27

. e . .
[zracunajmo dolzini vektorjev din b:

= 7-d=(7+27)- (7 +27)

= DT HAT T 4T T AT 4T =87,
7 = 2v2]Y,

5P = B0 =@ -7 (T -7

- 7727 Y+ Y =4Y Y =57,
b = V5[]

@

Torej je _
a- b 2|71 1 V10
COSQ@: _) — = = = .
@] 2V2(YIVEIY] v2e5 10
V10

Iskani kot je ¢ = arccos ¥~

(b) Plos¢ino paralelograma bomo izrazili na dva nacina.

1. nacin -

Plos¢ino P paralelograma, ki ga napenjata vektorja @ in b, lahko izracunamo s
pomocjo vektorskega produkta:

_>
= ||| b |sing, (14)



_>
kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b , ki smo ga izracunali v tocki (a). Ker vemo,

da je ¢ € [0,7] je singp = /1 —cos?¢. Ker je cosp = \{_go, lahko izraz za sin @

poenostavimo:
2
. <\/10> 9 3v10
smp=4|1—| — | = 0= 10

10 V1o

Ce v formulo 1) vstavimo vse podatke, dobimo

P =23 7IVETI 20 =6 7
2. nacin
Uporabimo enakosti a = 7-1—27, ? =7 - 7, |?| = 2|7| in @ L 7 in dobimo
P = [@xb|=|(T+27)x (T -7
= |ZxT+2Y X T —-T xY —-29 x|
= |2 x Y -T xY| =37 x|

= 32|17 sin 5 =3- 2PN 7] = 6|7

_)
20. (1. izpit, 28.1.2016) V paralelogramu ABCD naj bo @ = AB in b = AD.
Naj bo tocka L razpolovisce diagonale AC' in tocka M naj deli stranico BC'
v razmerju 2 : 1.

(a) Naj bo_> S presecisce daljic AM in BL. Izrazite vektor z@ z vektorjema

ain b.
(b) Naj bo 5| =1, |@|=2in 4@, b) = /3. Poistite dolzino vektorja
LM

Resitev:
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(a) Nziprej na dva nacina izrazimo vektor B kot linearno kombinacijo vektorjev
— .
d in b

9 9
a8 = AZ?\?:A(EUrg?) :A6>+§A?,

18— 1@+;ﬂ§%(7+?) u(%ﬁ—%?)

. .. . e .
Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna, se vektor ﬁ enoli¢no izraza kot njuna

linearna kombinacija. Torej veljata enacbi
)= 1 N 1 ) 2, 11
—o ol Mo ghT g ek

Ce nastavek za X iz prve enacbe vstavimo v drugo enacbo, dobimo

2(1 1y _1 1
3\2 a2t T3 ok

od koder sledi y = % Torej je

L_M:L?JFWZ%EU%?.
Uporabimo enakosti
a-d = |dPP =4,
DW=V =1,
?-?:?-?in
7'?—|7||?]coscp—2-l~cosg—2 %—1,
da izracunamo kvadrat dolzine vektorja m :
‘L_Aﬂz = L—]\>4~L—]\>4:(17+13>)~(17+1?)
2 6 2 6
= (P42 ? T B E = A=



—
Dolzina vektorja LM je tako enaka @.

%
21. (4. izpit, 5.9.2016) V paralelogramu ABCD naj bo q = zﬁ in b = E
Naj bo tocka L razpolovisce diagonale AC' in tocka M naj deli stranico BC
v razmerju 2 : 1.

(a) Poiscite razmerje med ploséino trikotnika BM L in ploséino paralelo-

grama ABCD.
(b) Naj bo S presecisce daljic AM in BL. lzrazite vektor B z vektorjema
— .
din b.
. - — . — e .. .
(c) Nﬂbo |b|=1,|d|=2in Z(d, b)=n/3. Poiscite dolzino vektorja
LM
Resitev:
D C
M
L
_>
b
S
A ' B
@

(a) Ploééi_r;i izrazimo s pomocjo dolzine vektorskega produkta in pri tem uporabimo
enakost b x b = 0:

1 — 1 1 1— 2—
PBML = |BTXBM|:—‘(——E>+—[))X—()

2 2|\ 2 2 3
1 1 - 1= — 1 —
= Z|—=dxb+-bxb|l==|dxb|
21 3 3 6
_>
PABCD = |E>X b|
Razmerje med plos¢inama je
_>
@ x b
PBML:PABCD:?_:1:6'
|'ad x b
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(b) Glej resitev naloge 20f(a).
(¢) Glej resitev naloge R0|(b).

%
22. (1. kolokvij, 5.12.2016) V paralelogramu ABCD najbo @ = ABin & = AD.
Naj tocka X deli stranico C'D v razmerju 2 : 1 in tocka Y deli stranico AD
v razmerju 1 : 2.

(a) Naj bo_> S presecisce daljic AX in BY'. Izrazite vektor B z vektorjema

@ in b.

(b) Naj bo || = 6, |?| = 3in £(d, ?) = 7/3. Poiscite dolzino vektorja
7X

in ploscino trikotnika AXY .

Resitev:

ANe|

A B
7

(a) Vektor B na dva nacina izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b :

1 1
E:AH:A(§7+?> :§A7+A?,

1
B:f@wﬁ:ﬁw(_mg?):(1_M>7+ 7

1
—ub.
3/"L

. .. . R .
Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna, se vektor zﬁ enoli¢no izraza kot njuna

linearna kombinacija. Torej

1
g)\zl—,u in )\:§u.

Ko resimo sistem enacb, dobimo y = 1%. Tako je

9y 1 9= 1, 3=
As=(1-= W =T+ 1.
R ( 10>a+3 TR T
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(b) Iz slike je razvidno, da je 17)_() = %E) + %
izracunamo s pomocjo skalarnega produkta:

) 1 2 1 2
YXP?P=vX.YX= (§ﬁ+§?> : <_7+_? —

Iz podatkov naloge sledijo enakosti:

a-d = |d* = 36,

?-?:|?|2=9 in

— —
@b :]7||b|cos<p:6-3~cosg:9.

Ce enakosti uporabimo v enacbi , dobimo

1 44
|17)?|2=§-36+§-9+§-9:12.

Dolzina vektorja 17)_() je tako enaka 2+v/3.
Plosé¢ino trikotnika AXY izracunamo s pomocjo dolzine vektorskega produkta, kjer

_>
uporabimo enakost b x b = 0:

1 — 1 1 — 1— 11 - 1= —
P AN x AY| == (=T + D Shl==|-dxb+=-bxb
AXY 2| X | 2‘(3&4— )X3 2‘96L>< —|—3 X
1 — 1 — 1 3
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5 Analitiécna geometrija

23. (1. izpit, 23.1.2014) Dani sta premici

‘x_4_3—_y_z+1 i S—x _7_z+11
pram==m T T

(a) Dolocite ¢ tako, da bosta smerna vektorja premic pravokotna.
(b) Pokazite, da se za tako dobljeni ¢ premici sekata in poiscite presecisce.

(c) Poiséite ravnini, ki sta vzporedni premicama p in ¢ ter sta od njiju
oddaljeni za 3 enote.

Resitev: Iz enacbe premice p lahko razberemo, da je njen smerni vektor s_; =
(1, —2,¢) in da na njej lezi tocka P(4,3,—1). Na enak nacin iz enacbe premice ¢
doloéimo 5, = (—2,1,2) in tocko Q(5,7, —11), ki lezi na njej.

(a) Premici p in ¢ bosta pravokotni, ¢e bosta pravokotna njuna smerna vektorja.
Vektorja pa sta pravokotna, ¢e je njun skalarni produkt enak 0. Torej velja

5y se=0(1,-2,¢)(=2,1,2) = =2 —242c¢ =0
in zato je ¢ = 2.
(b) Enacbhi premic zapisemo v parametri¢ni obliki:
prr=4+a,y=3—-2a,2=—-1+2a, a e R,
qg:rx=5=208,y=T7T+p,2=—-11+208, B €R,

kjer sta o in 3 razlicna parametra.
Ce se premici p in ¢ sekata, mora biti resljiv sistem enach

dta = 5-28,
3—2a = T+ 0,

—1+2a = —11+4+26.
Iz prvih dveh enacb sledi, da je « = —3 in § = 2. Ker izracunani vrednosti zadostita
tudi tretji enachi, je sistem enolicno resljiv. Ce a = —3 vstavimo v parametri¢no

enacbo premice p, dobimo

r=4+(-3)=1,y=3-2(-3)=9, 2= —1+2(-3) = -7,

40



kar so koordinate presecisca premic, tocke A(1,9,—7). Seveda dobimo isto tocko,
¢e vstavimo § = 2 v enacbo premice q.

(c) Najprej dolo¢imo normalni vektor ravnine ¥, v kateri lezita premici p in q.
Normalni vektor ravnine je pravokoten na s_p> in na s_;, torej je vzporeden njunemu
vektorskemu produktu:

- =
T J k
SSXSe=|1 -2 2|=(=6,-6,-3)=-3-(2,21).
-2 1 2
Ravnini, ki sta vzporedni ravnini ¥, in sta od nje oddaljeni za 3 enote, oznac¢imo
s II; in II,. Njuni normali Ze poznamo, saj lahko vzamemo npr. 7 = (2,2,1).

Potrebujemo Se tocki A; € II; in Ay € Il, ki lezita na njima. Dobimo ju tako,
da krajevnemu vektorju tocke A pristejemo oziroma odstejemo vektor dolzine 3 v
smeri vektorja o

—
— — n (2,2, 1)
rAy A+ |$n | ( » I ) + /—22 T2 12

= (1,9,-7)+(2,2,1) = (3,11, —6).

Dolo¢imo zdaj enacho ravnine I, : 2z + 2y + 2z = d;. Desno stran d; dobimo tako,
da koordinate tocke A; vstavimo v enacbo, torej d; =2-3+2-11+1-(—6) = 22.
Torej je 11 : 2o + 2y + 2z = 22.

Krajevni vektor tocke Ay dobimo tako, da od krajevnega vektorja tocke A odstejemo

vektor dolzine 3 v smeri vektorja w:

—
= no (2,2,1)
T, = TA—3"n’—(1,9,—7)—3'—/m

— (1,9,-7)—(2,2,1) = (=1,7,-8).

Enacbo ravnine Ily: 2z + 2y + 2z = 4 dolo¢imo na enak nacin kot enacbo ravnine 11y,
le da namesto tocke A; vstavimo tocko As.

24. (3. izpit, 9.6.2014) Dani sta premici

2
p:r=3+ftiy=-3,2=—-1—2t in q:%zl—y:i’)—z.

(a) Poiscite razdaljo med njima.

(b) Dolocite pravokotno projekcijo tocke A(4,3,7) na premico p.
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Resitev: Iz parametricne enache premice p razberemo, da je njen smerni vektor
5, = (1,0,—2) in da na njej lezi tocka P(3,—3,—1). Iz kanonske oblike enacbe
premice ¢ dolo¢imo smerni vektor s_g = (2,—1,—1) in tocko Q(—2,1,3), ki lezi na
njej. Lahko bi najprej preverili, da se premici p in ¢ ne sekata, vendar tega naloga
ne zahteva.

(a) Razdaljo med premicama bomo doloéili na dva nacina.

1. nacin

Razdalja med premicama p in ¢ je enaka dolzini visine paralelepipeda, ki ga nape-
njajo vektorji QP, s_p> in s_q>, na ploskev, ki jo napenjata vektorja s_p> in s_g. Torej

je
QP55 _ QP (5 x 5)|
d(p,q) = —= =
B qul ’prsq|
Iratunajmo najprej QP = (3,3, —1) — (—2,1,3) = (5, —4, —4) in
%
77 F
Sxm=|1 0 -2/ =(=2-3-1).
2 1 -1
Torej
d@)w__|@7—4f—®-(—2f—&—4n |—10+12+4] 6 314
’ (=2, -3, -1)| Vito+1l  Jii 7
2. nacin

Razdalja med premicama p in ¢ je enaka dolzini pravokotne projekcije vektorja C}ﬁ

na 7w =3, X 5.
o QP

Ce vstavimo 70 = s_p> X 3_q>, dobimo isto formulo kot pri 1. nacinu.

Opomba: Razdalja med premicama p in ¢ je enaka razdalji med vzporednima rav-
ninama z normalnim vektorjem W, v katerih lezita premici p in ¢. Torej bi lahko
razdaljo izracunali Se na 3. nacin.

(b) Oznacimo pravokotno projekcijo tocke A na premico p z A’. Nalogo bomo resili
na tri nacine.

1. nacin

Naj bo ¥ ravnina, ki je pravokotna na premico p in na kateri lezi tocka A. Potem
je A’ presek ravnine X in premice p. Ker je ravnina pravokotna na premico, lahko

za njen normalni vektor vzamemo: 17 = s_;.
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Dolo¢imo enacbo ravnine Y : x — 2z = d. Desno stran d dobimo tako, da koordinate
tocke A vstavimo v enacbo, torej d = 4 + (—2) - 7 = —10. Enacba ravnine je torej
Yix—2z=-10.

Presek ravnine ¥ in premice p izracunamo tako, da pois¢emo vrednost parametra t,
pri kateri tocka s koordinatami (3 + ¢, —3, —1 — 2¢) lezi v ravnini:

B3+t)—2-(-1-2t) = -10,
5+5t = —10,
t = =3
Ce t = —3 vstavimo v parametri¢no obliko enacbe premice, dobimo

r=3+(-3)=0,y=-3 in z=-1-2(-3)=5.

Torej je A'(0,—3,5).

2. nacin
Koordinate tocke A’ lahko dobimo tako, da krajevnemu vektorju tocke P(3, —3, —1)

pristejemo pravokotno projekcijo PA’ vektorja
—
PA=(4,3,7)—(3,-3,—-1) = (1,6,8)

na premico p:

) ., — _, PA-3 _ (1,6,8) - (1,0, —2)
f D s Yy s Yy
TA TP+ TP+ |33p|2 Sp ( 9 9 )+ |(170’_2)|2 ( 5 Yy )
1
= (3,-3,—1)— = (1,0, -2) = (0, —3,5)



3. nacin
Ker tocka A’ lezi na premici p, je njen krajevni vektor oblike
a = (3+t,—3,—1—2t)

e
pri nekem ¢ € R. Is¢emo tako vrednost t, da bo vektor AA" pravokoten na premico.

Zapisimo
—
AA = (3+t,-3,—-1—-2t)— (4,3,7) = (-1 +t,—6,—8 — 2t).
Zaradi pravokotnosti velja
—
AA' -5
(=1+1t¢,—-6,-8—2t)-(1,0,—-2) = 0,

—1+t+16+4t = 0,
t = -3.

Torej 74 = (3+ (—3), =3, —14+2-3) = (0,-3,5).

25. (3. izpit, 9.6.2014) Dane imamo tri enacbe ravnin:

x + v + z = 0,
z + 2y + az = -1,
2z + ay + 4z = 2.

(a) Za katere vrednosti parametra « se ravnine ne sekajo?

(b) Za katere vrednosti parametra « se sekajo v premici? Dolo¢ite njeno
enacho.

(c) Poiscite presecisce ravnin za o = 2.
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Resitev: Medsebojni polozaj ravnin za razlicne vrednosti parametra o bomo najlazje
dolocili, ¢e resimo sistem linearnih enach s parametrom «, ki ga dolo¢ajo enache
ravnin. ZapiSimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:

1 110 (1) (=2 1 1 1 0
al —1 J+ ~ |0 1 a—1|-1 (2-a)
2 a 4] 2 + 0 a—2 2 2 J+

—_
N —

11 1 0 11 1 0
~ |0 1 a—1 —1 ~ 10 1 a—1 —1
00 2+4(a—1)2—a)|2—(2—q) 0 0 —a(a—3)| «

Enacba, ki pripada zadnji vrstici, je

—a(a—3)z =a.

(a) Ravnine se ne bodo sekale, ko sistem ne bo imel resitve. To velja, ko je o = 3,
saj dobimo protislovno enac¢bo. Torej se pri a@ = 3 ravnine ne sekajo.

(b) Ravnine se bodo sekale v premici, ko bo sistem imel neskonéno mnogo resitev,
odvisnih od enega parametra. Taka situacija nastane, ko so v zadnji vrstici zgornje-
trikotne razsirjene matrike same nicle. To velja za o = 0:

11 1|0

01 —1]-1

00 01]0
Oznaéimo z = ¢, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je y — z = —1. Ce upostevamo, da
je z =1, dobimo y = —1—2z = —1+t. Iz prve vrstice razberemo, da je x+y+2z = 0
inzatox = —y—2=1—1t—t=1—2t. Parametri¢na enacha premice, v kateri se

ravnine sekajo, je

prrx=—-142t,y=—-1+t, z2=1t,teR.

(¢) Zapisimo zgornjetrikotno matriko za o = 2:

1 11,0
01 1]-1
00 2] 2

Iz zadnje vrstice sledi, da je 2z = 2, torej z = 1. Drugo vrstico lahko prepisemo v
enacbo y + z = —1, torej y = —1 — 2 = —1 — 1 = —2. Iz prve vrstice sledi, da je
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r+y+z=0inzator = —y — 2z =2 —1 = 1. Torej se ravnine sekajo v tocki
T(1,-2,1).

26. (1. kolokvij, 1.12.2014) Premici, doloc¢eni z enachbama

z+1 y+3 z-—-2

=2 y+Hl -1
in q: = =
3 —) — 1l

2 3 -5’

sta mimobeznici.
(a) Dolocite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko Ty(—4, —5, 3) in premico p.

(b) Izracunajte koordinate tocke Ti, v kateri premica ¢ prebada ravnino iz

(a).

(c) Poiscite presecisce Ty premice p in premice skozi tocki Ty in Ti, ce
obstaja.

Resitev: Iz enacbe premice p lahko razberemo, da je njen smerni vektor s_p> =
(3,—2,—1) in da na njej lezi tocka P(—1,—3,2). Na enak nacin iz enacbe premice
¢ dolocimo 5, = (2,3, —5) in tocko Q(2, —1,1), ki lezi na njej.

(a) Oznacimo s II ravnino, ki vsebuje tocko T} in premico p. Ker na premici p lezi
tocka P, v ravnini IT lezi tudi vektor ToP = (=1, —3,2) — (—4, —5,3) = (3,2, -1).
Normalni vektor ravnine II je pravokoten na 770?7 in na s_p>, torej je vzporeden nju-
nemu vektorskemu produktu:

T
ToPxs =3 2 —1]=(-4,0-12) = —4-(1,0,3).
3 2 -1

Dolo¢imo enacbo ravnine Il : 4+ 32z = d. Desno stran d dobimo tako, da koordinate
tocke P vstavimo v enacbo, torej d = —1+3-2 =5.

(b) Zapisimo enacbo premice ¢ v parametri¢ni obliki:
G:rx=24+2\y=—-14+3\, z2=1—-5\ A€ R.

Presek ravnine II in premice ¢ izracunamo tako, da pois¢emo tisto vrednost para-
metra A, pri kateri tocka s koordinatami (2 + 2\, —1 + 3\, 1 — 5\) lezi v ravnini:

(2+20) +3-(1-5)) = 5
5—13\ = 5,
A p—
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Ce X = 0 vstavimo v parametriéno obliko enacbe premice ¢, dobimo ravno koordi-
nate tocke (). Torej je T} = Q.

(c) Premica t skozi Tp in T} ima smerni vektor vzporeden vektorju:
ﬁ (2,-1,1) — (—4,-5,3) = (6,4, —2) = 2(3,2,—1).
Torej je njena parametricna oblika enaka
trx=—-44+3a,y=—-5+20,2=3—-—a,aeR.
Zapisimo v parametri¢ni obliki Se enacbo premice p:
prx=—-14+38,y=-3-28,2=2-0,5 R

Ker premici ¢ in p lezita v ravnini II in nista vzporedni, se zagotovo sekata. Njuno
presecisce je resitev sistema enach:

—44+3a = —-1+4+0,
—5+2a = —3-20,
3—a = 2-—0.

Iz prvih dveh enacb sledi, da je a = 1 in = 0. Ker izracunani vrednosti zadostita
tudi tretji enachi, je sistem res enoli¢no resljiv. Ce § = 0 vstavimo v parametri¢no
enacbo premice p, vidimo, da se premici sekata ravno v tocki P. Torej je T, = P.
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27. (3. izpit, 15.6.2015) Dolocite premico ¢, ki vsebuje tocko Tp(3, —2, —4), je
vzporedna ravnini ¥, katere enacba je

3r—2y—3z—7=0,
hkrati pa Se seka premico p z enacbo

r—2 y+4 =2-1
3 -2 2

Narisite dobro skico situacije.

Resitev:

Ker je premica g vzporedna ravnini >, lezi v ravnini II, ki je vzporedna ravnini
Y} in vsebuje tocko Ty. Zaradi vzporednosti ravnin je normalni vektor ravnine II
enak normalnemu vektorju 7 = (3, —2, —3) ravnine . Dolo¢imo enacbo ravnine
IT: 3z — 2y — 32z = d. Desno stran d dobimo tako, da koordinate tocke T vstavimo
v enacbo, torej d = 3-3+4(—2)-(—2) —3-(—4) = 25. Ker premica p seka premico g,
mora imeti vsaj eno skupno tocko z ravnino II. Iz kanonske oblike enacbe premice
p razberemo, da je njen smerni vektor 5, = (3,—2,2) in da na njej lezi tocka
A(2,—4,1). Torej je parametriéna oblika enacbe premice p enaka

prr=2+4+3\y=—4-2\ z=14+2\, N € R.
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Presek ravnine II in premice p izracunamo tako, da pois¢emo tisto vrednost para-
metra A, pri kateri tocka s koordinatami (2 + 3, —4 — 2\, 1 + 2\) lezi v ravnini:

3.(243\)—2-(—4-2)\)—=3-(1+2)\) = 25,
114+7) = 25,
A= 2

Ker dobimo samo eno resitev, premica p ne lezi v ravnini II, ampak jo seka v eni
tocki. Ce A = 2 vstavimo v parametri¢no obliko enacbe premice p, dobimo

r=243-2=8y=-4-2-2=-82=1+4+2-2=5.
Torej je presecisce tocka P(8,—8,5). Smerni vektor premice ¢ je enak
ToP = (8,-8,5) — (3,—2, —4) = (5,—6,9).
Zato je vektorska oblika enacbe premice ¢ enaka

q- ? = (3? _27 _4> +/J“<57 _679)7 IS R.

28. (1. kolokvij, 23.11.2015) Dani sta premici p: T o= A(=2,0,1), A € R, in
q: 7 =(1,1,-1) 4 p(0,2,-1), p € R.

(a) Pokazite, da se premici p in ¢ sekata.
(b) Poiscite enacbo ravnine I1, ki vsebuje premici p in g.

(c) Poiscite tocko Ty na ravnini II, ki je najblizja tocki 7'(5,—3,5) in
dolocite razdaljo tocke T' od ravnine II.

Resitev:

(a) Enacbi obeh premic zapisemo v parametricni obliki:
prrx=-=2Ny=0 2=\ AER,

¢Gr=1Ly=142u2=-1—pu, pek
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Ce se premici p in ¢ sekata, mora biti resljiv sistem enacb

-2\ = 1,
0 = 14 2pu,
A= —1—p.
Iz prvih dveh enacb sledi, da je A = p = —%. Ker izracunani vrednosti zadostita

1

tudi tretji enacbi, je sistem enolicno resljiv. Ce \ = -3

enacbo premice p, dobimo

2 L 1 0 !
€T = — . —_—— = = z = ——
2 7y Y 27

kar so koordinate presecisca premic, tocke P(1,0, —%)

vstavimo v parametricno

(b) Najprej dolo¢imo normalni vektor ravnine II, v kateri lezita premici p in q.

Normalni vektor ravnine je pravokoten na s_p> in na s_g, torej je vzporeden njunemu
vektorskemu produktu:

— —
= v o ! K
Sp X 8qg = |—2 1

0

=(—2,-2,—4) = -2 (1,1,2).

N O

—1

Oznacimo 7 = (1,1,2). Enacha iskane ravnine je oblike I : = 4+ y + 2z = d. Ce
upostevamo Se, da preseciSce premic, tocka P, lezi na ravnini II, dobimo d = 0.
Enacba ravnine je x +y + 22 = 0.

(c) Tocka Ty na ravnini II, ki je najblizja tocki T, je njena pravokotna projekcija
na ravnino. Dobimo jo tako, da poiStemo presecisce premice ¢, ki gre skozi tocko
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T in je pravokotna na II, z ravnino II. Torej 5; = 7 = (1,1,2). Vektorska enacba
premice t je potem

t: 7 =(5-35)+a(1,1,2), a €R.
ZapisSimo enac¢bo premice ¢t v parametric¢ni obliki:
t:x=5+a,y=-3+a, 2z=5+2a, a € R.

Presek ravnine II in premice ¢ izracunamo tako, da pois¢emo tisto vrednost para-
metra «, pri kateri tocka s koordinatami (5 4+ a, —3 + a, 5 + 2a) lezi v ravnini:

G+a)+(-3+a)+2-(5+2a) = 0,

12+6a = 0,
a = —2.
Ce o = —2 vstavimo v parametriéno obliko enacbe premice ¢, dobimo

r=5+(-2)=3,y=—3+(-2)=-5z=5+2(-2) = 1.
Torej je To(3,—5,1).

Razdalja tocke T' do ravnine II je enaka dolzini vektorja ﬁ :

d(T, 1) = [TTh = |(3,—5,1) — (5,-3,5)| = |(=2,—2, —4)| = VA + 4 1 16 = 2v/6.

29. (2. izpit, 11.2.2016) Podani sta ravnini
dYitx4+y+2=0 in 3Yo:2x+3y+4z=1.

(a) Pokazite, da se ravnini ; in Y, sekata v premici in poiS¢ite njeno
enacbo.

(b) Poiscite vse vrednosti parametra «, za katere ravnine ¥, ¥ in
Y3:z+y+aiz=a

nimajo nobene skupne tocke.

Resitev: (a) Enacbo premice bomo poiskali na dva nacina.
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1. nac¢in

Ce enacbo ravnine ¥; pomnozimo z (—2) in jo pristejemo k enacbi ravnine X,
dobimo —2(z+y+2)+2x+3y+42z = y+42 = 1. Ce oznacimo z = t, t € R, dobimo
y = 1—22z = 1-2t. Iz enacbe ravnine ¥J; sledi, dajex = —y—2z = —142t—t = 1+¢.
Parametricna enacba premice, v kateri se ravnini sekata, je torej

prrx=—1+t,y=1-2t, z=1t,t R
Enac¢bo premice bi lahko dobili tudi z Gaussovo eliminacijsko metodo.
2. nacin

Ker ravnini nista vzporedni, se sekata v premici p, katere smerni vektor je vzporeden
vektorskemu produktu normalnih vektorjev ravnin 7 = (1,1,1) in np = (2,3,4):

- = =

7k
mxm=1 1 1|=(1,-21).

2 3 4

Potrebujemo $e eno tocko P, ki lezi v preseku ravnin. Ce izberemo npr. tako tocko,
da bo imela zadnjo koordinato enako 0, dobimo prvi dve koordinati, ¢e reSimo sistem
enacb z +y = 0 in 2z + 3y = 1. Torej je P(—1,1,0) in

prr=—-14+t,y=1-2t, z=1t,tR.

(b) Medsebojni polozaj ravnin za razliécne vrednosti parametra a bomo najlazje
dolocili, ¢e reSimo sistem linearnih enach, ki ga dolo¢ajo enacbe ravnin. Zapisimo
razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedimo v zgor-
njetrikotno matriko:

1 1 110 (=2) 4(-1) 11 1 0

3 411 3+ ~ (0 1 2 1

11 o« <—J+ 00 a>?—1|«
[1 1 1 0
~ [0 1 2 1
0 0 (a—1)(a+1) |«

Enacba, ki pripada zadnji vrstici, je

(a=1)(a+1)z=a.
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Ravnine se ne bodo sekale, ko sistem ne bo imel resitve. To velja, ko je a; = 1
ali iy = —1, saj dobimo protislovno enacbo. Torej pri a9 = =£1 ravnine nimajo
nobene skupne tocke.

30. (1. izpit, 23.1.2017) Dani sta premica p: 7 = (2,3, —4) + A\(—1,—2,1) in
tocka T'(1, 2,0).
(a) Napisite enacbo ravnine, ki gre skozi premico p in tocko T
(b) Poiscite tocko Ty na premici p, ki je najblizja toc¢ki 7" in dolo¢ite razdaljo
tocke T' od premice p.

5T =

Resitev: Iz enacbe premice p lahko razberemo, da je njen smerni vektor
(—1,—2,1) in da na njej lezi tocka P(2,3, —4).

(a) Oznacimo s II ravnino, ki vsebuje tocko 7" in premico p. Ker tocka P lezi na
2,0)—(2,3,—4) = (=1,—3,4). Nor-

) 90
malni vektor ravnine II je pravokoten na ﬁ in na ?, torej je vzporeden njunemu
vektorskemu produktu:

premici p, v ravnini II lezi tudi vektor ﬁ =(1

T 7%
Prxs =1 21 4= (2 33)-3. 521
- 23 ) T3

Dolo¢imo enac¢bo ravnine IT : 5z — 2y + z = d. Ce v enacbo vstavimo koordinate
tocke P, dobimo d = 5-24(—2)-3+1-(—4) = 0. Enac¢ba ravnine je 5z —2y+z = 0.
(b) Oznac¢imo pravokotno projekcijo tocke T' na premico p z Ty. Tocko Ty bomo
poiskali na tri nacine.

1. nac¢in

Naj bo X ravnina, ki je pravokotna na premico p na kateri lezi tocka T'. Potem je

Ty presek ravnine ¥ in premice p.

Vzemimo 7 = & in dolo¢imo enacbo ravnine ¥ : z + 2y — z = d. Desno stran d

dobimo tako, da v enacho vstavimo koordinate tocke T, torej d = 1+ 2 - g = 6.
Enacba ravnine X je enaka x + 2y — 2z = 6.

Presek ravnine X in premice p izracunamo tako, da poiséemo tisto vrednost para-
metra ¢, pri kateri tocka s koordinatami (2 —¢,3 — 2¢, —4 4 t) lezi v ravnini:

2—t)+2-(3—2)— (—4+1t) = 6,
12—6t = 6,
t = 1.
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Ce t = 1 vstavimo v parametriéno obliko ena¢be premice, dobimo
r=2—-1=1y=3-2=1 in z=-441=-3.

Torej je To(1,1,—3).

2. nacin
Koordinate tocke Ty lahko dobimo tako, da krajevnemu vektorju tocke P(2,3, —4)
pristejemo pravokotno projekcijo vektorja

PT = (1, g,m (2,3,—4) = (—1,—%,4)

na premico p:

PT-% (—1,-1.4)-(~1,-2,1)
_> % % Y 27 ) )
= —(2,3,—4 ~1,-2,1
T, 7’P_|—W|T S ( » 9y )+ |<_17_271)|2 ( ) ) )
= (2,3,-4) + (—=1,-2,1) = (1,1,-3).
T
TT;
%
p Sp p
P T
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3. nacin
Ker tocka Tj lezi na premici p, obstaja tak ¢, da velja

o= (2—1t,3—2t,—4+1).

[scemo tak ¢, da bo vektor ﬁ pravokoten na premico. ZapiSimo
T, ° !
TTo=(2—t,3—2t,—4+1) — 1,5,0 = 1—t,§—2t,—4+t .

Zaradi pravokotnosti velja

T3 =
1
(1—t,§—2t,—4+t) (=1,-2,1) =

—14+t—1+4+4t—-4+t =
t

—_ o o o

Torej rip = (2—1,3—2,—4+1) = (1,1, -3).

Razdalja tocke T' do premice p je enaka dolzini vektorja ﬁ :
5 3 9 3vH
T.p) = [TTy| = ’(1,1,—3)— (1,5,0)‘ = ‘(0’_5’_3)’ =7 +9= Tf

31. (3. 1zp1t 13.6.2017) V prostoru imamo ravnino Il : x4y — 2z = 0 ter premici

p: (1,1,1)—|—)\(0,2,1),)\ER,lnq,;c—y__g.

(a) Preverite, da premica p lezi v ravnini II.
(b) Preverite, da je premica g pravokotna na ravnino II.

(¢) Izracunajte razdaljo med premicama p in g.

Resitev: Iz enache ravnine razberemo, da je njen normalni vektor 77 =(1,1,-2) in
da gre skozi 1zh0dlsce 0(0,0,0). Iz enacbe premice p lahko razberemo, da je njen
smerni vektor 5, = (0,2,1) in da na njej lezi tocka P(1,1,1). Iz kanonske enacbe
premice ¢ razberemo njen smerni vektor s_q> = (1,1,-2) in da gre skozi izhodisce

0(0,0,0).
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(a) Enacbo premice p zapiSemo v parametri¢ni obliki:
prr=1y=142\2=1+A AeR.

Ker velja
r+y—22=1+14+2X-2(1+X) =0,

premica p lezi v ravnini II.

(b) Ker je W= s_q>, je premica ¢ pravokotna na ravnino II. (Ce bi veljalo = ozs_q>

za nek o € R, bi sklepali enako.)

(c) Ker je premica ¢ pravokotna na ravnino IT in ker premica p lezi v ravnini II, je
razdalja med premicama p in ¢ kar razdalja med presecis¢em premice ¢ z ravnino
II. Ker pa izhodisce O(0,0,0) lezi na ¢ in na II, je izhodisce tudi njuno presecisce.
Torej je razdalja d(p, q) = d(p,O), ki jo bomo poiskali na dva nacina.

1. nac¢in
Razdalja tocke O do premice p je enaka visini paralelograma, ki ga napenjata vek-
torja s—; in PO. Ker je plos¢ina paralelograma enaka dolzini vektorskega produkta
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T 7%
SxPO=|0 2 1|=(-1,-12),
-1 -1 -1

je
_>
d( O) Sp * %‘ |(_17_172)|
D, = =
5] (0,2, 1)]
VB _ VA
N
2. nacin

Razdalja tocke O do premice p je enaka razdalji med tocko O in tocko T, ki je
pravokotna projekcija O na premico p. Ker tocka T lezi na premici p, velja o=
(1,1 + 2\ 1+ ) za nek A € R. I8¢emo tako vrednost parametra A, da bo vektor

OT pravokoten na premico p. Zaradi pravokotnosti velja

or-5 = o,
(LL14+2\1+X)-(0,2,1) = 0,
2440+1+X = 0, q
3
A= ——.
5
Torej je
3 3 1 2
_)
=(1,1+2(-2),1-2)=(1,—2,%
= (e (5)1-5) = (55)
in
1 2 30
d(0.p) = |07 = ’(1"375)’ —



6 Vektorji in analiticna geometrija

32. (1. kolokvij, 25.11.2013) Naj bodo tocke A(1,2,0), B(3,1, —4), C(2,0,1) in
D(0,2,1) oglisca tetraedra ABCD.

(a) Izracunajte prostornino tristrane piramide in dolzino visine na ploskev
skozi tocke A, C' in D.
(b) Dolocite enacbo premice p skozi tocki A in C.

(c) Poiscite presecisce premice p in premice ¢: x =1 —y = %l.

Resitev:

(a) Prostornina tristrane piramide je enaka eni Sestini absolutne vrednosti mesanega
produkta vektorjev AB = (2,—1,—4), AC = (1,—2,1) in AD = (—1,0,1). Mesani
produkt je enak
[AB, 4C, 4D 2 -1

2 1 —4
=1 11 =2

-2 1 _—1.':

’_1+8—4+1—6
-1 0 1

(Pri izracunu determinante 3 x 3 matrike smo uporabili razvoj po tretji vrstici.)
Iskana prostornina je torej enaka 1.
Prostornino tristrane piramide lahko izracunamo tudi s pomocjo formule

Pacp - vp
= ZACD VB
3 )
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kjer je Pacp ploscina trikotnika AC'D, vg pa iskana dolzina visine na ploskev AC'D.
Plos¢ina Pacp je enaka polovici dolzine vektorskega produkta vektorjev 1@ in A
Vektorski produkt je enak

T 7%
ACxAD=|1 2 1|=(-2-2-2).
-1 0 1

Dolzina dobljenega vektorja je tako
(=2, -2, -2)| = 2/(1,1,1)| = 2v1+ 1+ 1 = 2V3.

Ploscina ploskve AC'D je torej enaka v/3. Zdaj pa lahko izracunamo e vg:

3V 3
v —= = —_— = \/g
57 Pion V3

(b) Smerni vektor iskane premice je vzporeden vektorju @ = (1,-2,1). Oznacimo

s_p> = (1,—2,1). Zapisimo parametri¢no enac¢bo premice p, ki je dolo¢ena z vektorjem
3_p> in tocko A:

p:rx=1+XNy=2-2\ 2=\ A€ER.

(c) Zapisimo enacbo premice g v parametri¢ni obliki
qg:r=py=1—p,z=—-4+2u, peR

Ce se premici p in g sekata, mora biti resljiv sistem enacb

L4+ A= p,
2—=22=1—p,
A=—4+2pu.

Iz prvih dveh enacb dobimo A = 2 in . = 3, kar ustreza tudi tretji enacbi. Vstavimo
npr. A = 2 v enacho premice p in dobimo

r=142=3y=2—-2-2=-2ter 2 =2,

kar so koordinate presecisca premic, tocke T'(3, -2, 2).
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33. (2. izpit, 7.2.2014) Naj bodo A(2,-1,0), B(6,—1,4) in C(5,—3,1) oglisca
trikotnika.
(a) Dolocite ploscino trikotnika ABC.
(b) Poiscite enacbo ravnine X, v kateri lezi trikotnik ABC.
(c¢) Napisite enacbo premice p skozi tocki A in B.
)

(d) Poiscite pravokotno projekcijo tocke C' na premico p.

Resitev: (a) Ploscina trikotnika ABC' je enaka polovici dolzine vektorskega produkta
vektorjev 1@ = (4,0,4) in /ﬁ = (3,—2,1). Izrac¢unajmo najprej njun vektorski
produkt:

AB x AC = (4,0,4) x (3,-2,1) = 4- (1,0,1) x (3,-2,1)

- = =
7k
= 4|1 0 1
3 =2 1

= 4-(2,2,-2) =8 (1,1,-1).

Plosc¢ina trikotnika je tako enaka
1 1
PABC:§‘ﬁXﬁ’ =58 (L1 -1 =4VT+T+1=4V3.

(b) Normalni vektor 7 ravnine ¥ je pravokoten na vse vektorje v ravnini, torej
tudi na vektorja ﬁ in 1@ . 'To pa pomeni, da je vzporeden njunemu vektorskemu
produktu AB x AC' = 8(1,1,—1). Leva stran enacbe ravnine ¥ je tako ze znana
(npr. z +y — z = d), parameter d pa dolo¢imo tako, da upostevamo dejstvo, da na
ravnini lezi tocka A(2,—1,0): d =2 — 1= 1. Enacba ravnine ¥ je v +y — 2z = 1.

(c) Smerni vektor J iskane premice je vzporeden vektorju ﬁ = 4(1,0,1). Oznac¢imo
T = (1,0,1). Ker premica p poteka skozi tocko A, je njena enacba

p:x=2+X\Ny=—-1,2=X\ AeR.

(d) Ravnina IT poteka skozi tocko C' in je pravokotna na premico p, kar pomeni, da
je njen normalni vektor nn vzporeden smernemu vektorju Il premice p. Oznacimo
nn = (1,0,1) in dolo¢imo levo stran enacbe ravnine II, npr. = + z = d. Parameter
d izratunamo s pomocjo dejstva, da ravnina II vsebuje tocko C(5,—3,1). Torej
d =541 =6 in enacha ravnine II je enaka x + 2z = 6.
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Presecisce premice p in ravnine II je pravokotna projekcija tocke C' na premico p.
Oznacimo jo z C’. Njene koordinate izracunamo tako, da resimo sistem enach, ki
dolocajo premico p in ravnino II:

24+ X))+ =6,
A =2

Ce vstavimo dobljeno vrednost A v ena¢bo premice p, dobimo:
r=242,y=—1in 2z =2,

kar so koordinate presecisca premice in ravnine, tocke C’(4, —1,2).
Opomba: Koordinate tocke C’ lahko izracunamo tudi z uporabo pravokotne pro-
jekcije vektorja 1@ na vektor ﬁ :

34. (2. izpit, 12.2.2015) Naj bodo A(1,1,2), B(1,5,2), C(2,4,5) in D oglisca
trapeza ABCD za katerega velja DC' = %A . Naj bo tocka E razpolovisce
daljice BC, tocka F razpolovisce daljice DC in S presecisce daljic AC in E'F.

Gimo @ = AB in b = AD
Ozna¢imo @ = ABin b = AD.

%
(a) Izrazite vektor A8 7 vektorjema @ in b .
(b) Dolocite ploséino trikotnika ABS.

(c) Dolocite enacbo ravnine, v kateri lezi trapez.

Resitev:

I

A G B

(a) Najprej na dva nacina izrazimo vektor ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev
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al

n

a5 = &@:A(?+
+

- T

. LT . . .
Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna, se vektor ﬁ enoli¢no izraza kot njuna
linearna kombinacija. Zato je

AL p T
A4 HE 1k
5-3T3 M A 2

Ce nastavek za )\ iz druge enacbe vstavimo v prvo enacbo, dobimo
od koder sledi y = % in A = 2. Torej je

(b) Plos¢ino trikotnika izrazimo s pomodcjo dolzine vektorskega produkta vektorjev
zﬁ =(1,5,2)—(1,1,2) = (0,4,0) in z@ Komponente drugega vektorja izra¢unamo

. . . . N ? - - ?
s pomocjo rezultata iz tocke (a) z upostevanjem @ = AB = (0,4,0) in b = AD.
Ker koordinate tocke D v besedilu naloge niso podane, izrazimo vektor AD = GC,
kjer je tocka G razpolovisce daljice AB. Njene koordinate izra¢unamo

1 1 1
iﬁzdﬁ+ﬁ9:#U@m+uﬁﬂ»:?2&®:@&%.

%
Torej b = GC = (2,4,5) — (1,3,2) = (1,1,3). Ta rezultat pa nas pripelje do
komponent vektorja AS":

5_, 5= 5 5 5 /(1
A% = §a+6b_E~m¢m+gmLLa—6(?&&®+ﬂ¢$>
= 020+ L13) =2 1.3.3)
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Vektorski produkt vektorjev 1@ in jﬁ je enak

AB x AS — (040)><(%(1,3,3)):4-%-(0,1,0)x(1,3,3)
7T
10 10
= 30 1 0]==(0-1)
1 3 3

Plosc¢ina trikotnika ABS je enaka
1 1 10 ) )
Paps = 5 )ﬁ x B’ = 5+ 5 163,0,-1) = 2VIFT = 2VI0.

(c) Normalni vektor 7 iskane ravnine je pravokoten na vse vektorje v ravnini,
torej tudi na vektorja ﬁ in AS. To pomeni, da je vzporeden vektorskemu pro-
duktu AB x AS = £(3,0,—1). Leva stran enacbe ravnine je tako ze znana (npr.
3z — z = d), parameter d pa dolo¢imo tako, da upostevamo dejstvo, da na ravnini
lezi tocka A(1,1,2): d =3 —2 = 1. Enacba iskane ravnine je 3z — z = 1.

%

35. (2. izpit, 6.2.2017) V paralelogramu ABC'D oznac¢imo qd = fﬁ in b = E
Tocke X, Y, U in V naj zaporedoma@)ijo na stranicah AB, BC, CD in DA
tako, da velja |[AX] : |)@] =1:2,|BY]|: |ﬁ\ = 2: 1, tocka U razpolavlja
daljico C'D in tocka V razpolavlja daljico AD. Oznacimo z S presecisce daljic
XU inYV.

_>
(a) Izrazite vektor A3 » vektorjema @ in b .
(b) Naj imajo tocke A, B in D koordinate A(2,0,0), B(3,—2,2) in
D(4,1,2). Pokazite, da je paralelogram romb. Poisé¢ite tudi enac¢bo
ravnine, v kateri lezi ta paralelogram.

Resitev:
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(a) Nziprej na dva nacina izrazimo vektor B kot linearno kombinacijo vektorjev
— .
d in b

AS = AN + XU =

A
3 6 6
? 1? — 1= l—» 5 2=

1— 1— 1 —
— —b+u<7+6b)=u7+(—+%)b.

. .. . A .
Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna, se vektor z@ enolicno izraza kot njuna
linearna kombinacija. Ko izenacimo koeficiente pri vektorjih @ in b dobimo:

1A 1w
S42- ) in o a=-4+H
sTg -1 ™ 576

Ce nastavek za X iz prve enacbe vstavimo v drugo enacbo, dobimo

A_1+1 1+A
2 6\3 6/’

od koder sledi \ = %. Torej je
1 1 4 4— 3 4—
AS= (st o) @+-b =T +20.
(3+67)“+7 7477
(b) Dan paralelogram bo romb, ko bo imel stranice istih dolzin. V paralelogramu sta
nasprotni stranici vedno istih dolzin, preveriti moramo torej le Se, da sta istih dolzin

npr. stranici AB in AD. Izrazimo komponente vektorjev, ki lezita na stranicah, o
katerih je govora, in sicer

AB(3,-2,2) — (2,0,0) = (1,-2,2) in AD=(4,1,2) — (2,0,0) = (2, 1,2).
Njuni dolzini sta |zﬁ‘ =v1+4+4=31in |ﬁ\ =4+ 1+4 = 3. Ker sta enaki,

je dani paralelogram romb.
Normalni vektor 77 iskane ravnine je pravokoten na vse vektorje v ravnini, torej

tudi na vektorja 1@ in E To pa pomeni, da je vzporeden vektorskemu produktu
/@ X E, ki je enak

AB x AD =

7
= (—4-2,4-21+4)=(=6,2,5).

M»—‘N\L

1
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Leva stran enacbe ravnine je tako ze znana (npr. —6z+2y+5z = d), parameter d pa
doloc¢imo tako, da upostevamo dejstvo, da na ravnini lezi tocka A(2,0,0): d = —12.
Enacba iskane ravnine je —6x + 2y + 52 = —12.

%
36. (4. izpit, 28.8.2017) Naj bo ABCD trapez, kjer je AB = 2@, AD = b in
DC = 4. Naj bo tocka E razpolovisce stranice BC' in naj tocka F' deli

stranico AD v razmerju 1 : 2. Oznacimo z S presecisce daljic AE in F'B.
Izrazite vektor ﬁ z d in ?

Zapisite enacbo ravnine, v kateri lezi trapez, ¢e so koordinate tock A(0,0,0),
B(2,1,1) in D(-1,2,0).

Resitev:

A 2d B

lajprej na dva nacina izrazimo vektor B kot linearno kombinacijo vektorjev d in
b:

a8 = AE:A(QEUF%B?) :A(27+%<—7+7))

= A<§7+1?) :gahré?,

2 2 2 2
1 1 1 1—
a8 = 30 +uﬁ:§7+u(—§?+27) —oud + —H%

. . . e .
Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna, se vektor fﬁ enoli¢no izraza kot njuna
linearna kombinacija. Ko izenacimo koeficiente pri vektorjih @ in b dobimo:

3 _

9 :
5 W in



Ce prvo enacbo preoblikujemo v p = %)\ in ta nastavek za p vstavimo v drugo
enacbo, dobimo

1 1 1 3
SRR T
od koder sledi \ = %. Torej je
3 4 1 4= 2 1—
ﬁ:—-—_) b ==d+-b.
29772797 737 g

Normalni vektor 77 iskane ravnine je pravokoten na vse vektorje v ravnini, torej
tudi na vektorja 1@ =(2,1,1)in AD = (—1,2,0). To pa pomeni, da je vzporeden
vektorskemu produktu 1@ X ﬁ, ki je enak

T T
ABxAD=|92 1 1|=(-2-1,4+1)=—(2,1,-5).
-1 2 0

Leva stran enacbe ravnine je tako Ze znana (npr. 2z +y — 5z = d), parameter d pa
dolo¢imo tako, da upostevamo dejstvo, da na ravnini lezi tocka A(0,0,0): d = 0.
Enacba iskane ravnine je 2z +y — 52z = 0.
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7 Matrike in sistemi linearnih enacb

37. (2. kolokvij, 13.1.2014) Obravnavajte sistem enacb glede na parameter a in
zapiSite vse njegove reSitve:

r + oy — z = I
r + oy + Tz = 0,
3t + by + (a*—3)z = a+6.

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:

11 -1 2 (-1) ~(-3) 11 —1]2
15 7 6 J+ ~ (04 8 |4] |-(9)
35 a>—3|a+6 + 0 2 d®la
[1 1 —1]2 11 -1 2
~ 101 2|1 -2 ~ |0 1 2 1
0 2 a’ | a J+ 00 a2—4|a—-2

Zadnji vrstici pripada enacba

(a—2)(a+2)z=a-—2. (16)
(a) Ce je a = —2, je enacha 1) protislovna, torej sistem nima resitve.

(b) Sistem ima neskonc¢no resitev, ko so v zadnji vrstici razsirjene matrike same
nicle. To velja za a = 2:

—1

11
0 1 (17)
0 0

S =N

2
0
Oznaéimo z = ¢, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je y + 2z = 1. Ce upostevamo, da

je z =1, dobimo y =1—2z =1—2t. Iz prve vrstice razberemo, da je x +y — 2z = 2
inzatoxr =2—y+2=2—-1+2t+t =1+ 3t. ReSitve lahko zapiSemo v obliki

x 143t 1 3
yl=|1=-2t =11 |4+t| -2 |,teR
z t 0 1
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(c) Poglejmo si e primer, ko a # 2 in a # —2. V tem primeru lahko enacbo
delimo z (a — 2)(a + 2) in dobimo

1
a+2

Drugo vrstico matrike lahko prepisemo v enacho y + 2z = 1. Iz nje izrazimo

2 a

=1—-22=1- = )
y i a+2 a—+ 2

Iz prve vrstice matrike sledi, da je x +y — z = 2 in zato

5 n 5 a n 1 a+5
r = — Y — — .
y a+2 a-+2 a+2

Torej ima sistem natanko eno resitev

a+5

xr a+2
_ a

Yy - a+2
1

z a+2

38. (1. izpit, 23.1.2014) Dolocite vse lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

8§ —14 —4
A=1|3 -5 -2
0 O 2

Ali se matriko A da diagonalizirati? Odgovor utemeljite.

Resitev: Najprej izracunamo lastne vrednosti, ki so nicle enacbe det(A—AI) = 0. Pri
racunanju determinante uporabimo razvoj po zadnji vrstici, saj ima determinanta
v zadnji vrstici dve nicli:

8—\ —14 -4
det(A—X)=| 3 —5-X =2 :(—1)3+3(2—)\)‘

88—\ —14 ‘
0 0 2 -\

3 —5—A

=2-N(@B=N)(=5-N+42)=2-N)N=3A+2)=2- VA -1)(A-2).
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Torej ima matrika A lastne vrednosti Ay = 1 in A3 = 2. Za vsako od lastnih
vrednosti dolo¢imo sedaj Se prirejene lastne vektorje v, ki so resitve sistema Av = Av.

Zapisimo razsSirjeno matriko sistema za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti
/\1 =1:

8—\ —14 -4 10 7T —14 —410
3 —-5—-XN -2 |0 =3 -6 =210
0 0 2—=X 1|0 0 O 110

Iz zadnje vrstice matrike sledi, da je z = 0. Drugo vrstico matrike lahko prepisemo
v enacbo 3z — 6y — 2z = 0 in iz nje lahko izrazimo 3z = 6y + 2z = 6y. Ce oznacimo
y=qa, a € R, dobimo z = 2a. Vrednosti z = 2a, y = « in z = 0 resijo tudi enacbo,
ki pripada prvi vrstici matrike. Torej so resitve sistema

T 2a
y|l=| a |=a|l], aelR.
2 0

Za lastni vektor v; si lahko izberemo eno od nenicelnih resitev sistema, npr.

2
V1 = 1

Zapisimo razsirjeno matriko sistema za lastni vektor, ki pripada dvojni lastni vre-
dnosti Ay 3 = 2:

8— N3 —14 —4 o 6 —14 —4|0
3 —5—-Xy -2 |0 =3 =7 —2]0
0 0 2 — Ags | 0 0 0 010

Ker je druga vrstica le veckratnik prve, imamo samo eno neodvisno enacbho 3x —
Ty — 2z =0. Ce oznacimo y = a, « € R, in z = 3, f € R, dobimo

7 7 2
EECR St R
Resitve sistema so torej
T Ta+2p fa 2p ol 7 3 2
y | = Q =l a |+ 0 |==|3|4+=]0]|,afeR
P 8 0 g 3lol 3|3
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Iz dobljenih resitev si lahko izberemo dva linearno neodvisna vektorja, npr.

7 2
vo= | 3 in  vs 0
0 3

Ker razlicnim lastnim vrednostim pripadajo linearno neodvisni lastni vektorji, so
v1, U2 in w3 linearno neodvisni. Torej se matriko A da diagonalizirati.

39. (2. izpit, 7.2.2014) Naj bosta

3 2 3 1 -1 2
A=13 9 1 in B=|0 1 1
=l =2 =2 -1 3 -1

Resite matriéno enacbo AX = BT +2X.

Resitev: Najprej preoblikujmo dano enacbo:

AX = BT +2X,
AX —2X = BT,
(A-21)X = BT,

X = (A-20)'B".

Pri prehodu iz predzadnje v zadnjo vrstico smo privzeli, da je matrika A — 27

obrnljiva. Matriko (A4 — 21)~!

(1
3
1
1 2
~ 10 1
00
10
~ 10 1
00

3100
11010
410 0 1]
1 0 0
-3 1 0
-1 0 -1
26 -2 19
-1 1 -8
-1 0 -1

izracunamo tako, da zapiSemo razsirjeno matriko
[A—2I11] in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v matriko [I|(A—21)71]:

T

+

LT

—~

-3)

+

—

+

2
~ 1
0

1
0
0

1 20
010
0 01

3
-8
-1

1
—3

4
—11

0

—_

0

0
(1)
7

3
-8

+

(-2)



Potem je

26 —2 19 1 0 —1 66 17 —51
X=(A-2"'B'=|-11 1 -8|-|-1 1 3|=[-28 -7 22
-1 0 -1 2 1 -1 -3 -1 2

Opomba: Ker je v enacbi (A —21)X = BT matrika (A — 2I) levo od iskane matrike
X, lahko pridemo do resitve tudi hitreje. Zapisemo razsirjeno matriko [A — 21|B7]
in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v obliko [/]X]:

1 2 3|1 0 -1 (-3) 12 31 0 —1

5 07 1|11 3| - ~ |01 —8|—41 6

-1 -2 4| 2 1 -1 + 00 =13 1 =2| |-(=1)
12 31 0 -1 N 120103—7i+
~ 101 —8|-4 1 ¢ qQ ~ |01 0[-28 -7 22 (-2)
00 1[-3 -1 2 (8) I(-3) 00 1] -3 -1 2
10 0] 66 17 —51
~ 01 0]-28 -7 22

00 1| -3 -1 2

Resite matriéno enacbo AX = AT +4X.

Resitev: Najprej preoblikujmo dano enacbo:
AX = AT 44X,
AX —4X = AT,
(A—4NX = AT,
X = (A—4I)'AT,

Pri prehodu iz predzadnje v zadnjo vrstico smo privzeli, da je matrika A — 47
obrnljiva. Izracunajmo matriko (A — 47)~! tako, da zapiSemo razSirjeno matriko
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[A—41I|1] in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v matriko [I|(A—41)7']:

1 1 1]100 (~2) 1 1 1]1 00
2—130103+ ~0—31—21oj+
-1 1 —-2|0 0 1] + 0 2 —1|1 01
1 1 1] 1 0] 1 1 1]1 0 0] «——+

~ 10 =1 0 ]-111 @ ~ [0 =1 0 |—=1 1 1| |-(=1)
0 2 -1|1 1] J+ 0 0 —1/-1 2 3
11 0l0 2 3 j+ 1 00[—-1 3 4
~101 0] 1 -1 -1 - ~ |01 0]1 -1 -1
00 —-1|-1 2 3] ]-(-1) 001/ 1 -2 -3
Potem je
-1 3 4 5 2 —1 2 19 12
X=(A-4n"'B"=|1 -1 —1|-|1 3 1|=13 -4 —4
1 -2 -3 1 3 2 0 —13 -9

Opomba: Ker je v enachi (A —4I)X = AT matrika (A —47) levo od iskane matrike
X, lahko pridemo do resitve tudi hitreje. Zapisemo razsirjeno matriko [A — 41| A7]
in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v obliko [/]|X]:

(1 1 1 1]5 2 —1] (—2) 1 1 115 2 -1
2 -1 3|13 1 3+ ~ 10 =3 1]-9 -1 3 j+
-1 1 -2|1 3 2 + 0 2 —-1/6 5 1
(1 1 1|5 2 —1] 1 1 115 2 —-1] —+
~ 10 =1 0|-3 4 4 @ ~ |0 =1 0 -3 4 4| |- (-1
0 2 1|6 5 1] J+ 0 0 —-1/0 13 9
(11 01]5 15 8 j+ 1 002 19 21
~ 101 013 —4 —4 -) ~ |01 03 —4 —4
00 =10 13 9] |-(-1) 00 1|0 —13 —9
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41. (1. kolokvij, 1.12.2014) Izracunajte matriko X, ki zadoS¢a matri¢ni enacbi
AXA =4AT pri cemer je

O~ -
DO =

Resitev: Najprej preoblikujmo dano enacbo:

AXA = 4A7,
AX = 4ATATY
X = A'(4ATA™Y),
X = 4A471ATAT
Pri preoblikovanju enac¢be smo privzeli, da je matrika A obrnljiva. Izra¢unajmo ma-

triko A™! tako, da zapiSemo razsirjeno matriko [A|I] in jo z Gaussovo eliminacijsko
metodo prevedemo v matriko [I|A~!]:

(1 1 1|1 00 (-1) 1 1 1[1 00

011010] ~ 10 1 1]0 10

1 00 1 + 0—11—1013+

(1 1 1|1 00 1111 00 B
~10 110 10 ~011010§+

0 -1 1 1] |-($) 0o01{-1 11 (1) J(-1)

(110 % _1% —% j+ 1001 —1 0

00 1j-5 35 2 00 1f-3 3 2
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Potem je

X = 4A7'ATAT = (247 HAT(247Y)

2 -2 0 101 2 -2 0
= 1 1 -1 110 1 1 -1
-1 1 1 11 2 -1 1 1
0 —2 2 2 -2 0
= |1 0 -1 1 1 -1
12 1 -1 1 1
[—4 0 4
= 3 -3 -1
'3 1 -1

42. (1. izpit, 29.1.2015) Poiscite vse lastne vrednosti matrike

0 0 0
A=10 -3 2
0 6 —4

in pripadajoce lastne vektorje. Ali se matriko A da diagonalizirati? Odgovor
utemeljite.

Resitev: Najprej izracunamo lastne vrednosti, ki so nicle enacbe det(A — AI) = 0.
Pri ra¢unanju determinante uporabimo razvoj po prvi vrstici (stolpcu), saj ima
determinanta v prvi vrstici (stolpcu) dve nicli:

-\ 0 0 3
det(A—XI) = | 0 —-3—-X 2 = (=)'
0 6  —4-—)\

—A 2
6 —4 - A

= AM(=3=M(=4=XN)—=12) = AN+ 7N = X2\ + 7).

Torej ima matrika A lastne vrednosti Ao = 0 in A3 = —7. Za vsako od lastnih
vrednosti dolo¢imo sedaj Se prirejene lastne vektorje v, ki so resitve sistema Av = \v.

Zapisimo razSirjeno matriko sistema za lastni vektor, ki pripada dvojni lastni vre-
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dnosti A\j 2 = 0:

0— A2 0 0 0 0 0 010
0 =3 = A2 2 of = ({0 =3 210
0 6 —4—=X2 |0 0 6 —40

Ker je prva vrstica nic¢elna in je tretja vrstica le veckratnik druge, imamo samo eno
neodvisno enachbo —3y + 2z = 0. Ce ozna¢imo r = o, a € R, in 2z = 3, f € R,
dobimo y = %z = % B. Resitve sistema so

yl=|28=|0|+|28|=alo0 +3|2 , a, B ER.
2 3 0 B 0 3

Izmed dobljenih resitev si lahko izberemo dva linearno neodvisna vektorja, npr.

1 0
vy=10 in vy = | 2
0 3

Zapisimo razsirjeno matriko sistema Se za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti

)\3 =T

0—As 0 0 0 70 00
0 -3 -3 2 Of =10 4 2|0
0 6 —4—-X3 |0 06 3|0

Iz prve vrstice matrike sledi, da je z = 0. Ker je tretja vrstica veckratnik druge,
imamo samo Se eno neodvisno enacbo 4y + 2z = 0. Ce ozna¢imo y = o, a € R, iz

enacbe sledi z = —2y = —2a. Resitve sistema so
T 0 0
Y = [0 = 1 , O c R
z —2x —2

Za lastni vektor vz si lahko izberemo eno od nenicelnih resitev sistema, npr.

0
Vs = 1
—2

Ker razlicnim lastnim vrednostim pripadajo linearno neodvisni lastni vektorji, so
vy, v in v3 linearno neodvisni. Torej se matriko A da diagonalizirati.
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43. (2. izpit, 12.2.2015) Dolocite stevilo 5 tako, da bo imel sistem linearnih enacb

2r + 3Jy + =z = 1
r + 2y + z = 0
Br + y — 2z = 247

neskonéno mnogo resitev in zapisite mnozico resitev.

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:

[2 3 1 1 1 2 1 0 (—2) ~(=B)
1 2 1 0 S ~ 2 3 1 1 J+
31 —2|2+8 g1 —2(2+8 +

1 2 1 0 1 2 1 0
~ |0 =1 -1 1 (1-28) ~ [0 —1 —1 1
0 1-23 —2-8|2+p J+ 0 0 —-3+p8|3-5

Sistem ima neskoncno resitev, ko so v zadnji vrstici razsirjene matrike same nicle.
To velja za = 3:

12 110
0 -1 —1(1
0 0 010
Oznacimo z = t, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je —y — z = 1. Ce upostevamo, da
je z=1t,dobimoy = —1—2z = —1—t. Iz prve vrstice razberemo, da je t+2y+z =0
in zato x = =2y — 2 =2+ 2t —t = 2+ t. Mnozico reSitev lahko zapisemo v obliki
x 2+t 2 1
yl=||-1-t|=|-1]|+t|-1],teR.
z t 0 1

44. (4. izpit, 31.8.2015) Ugotovite, pri katerih vrednostih parametra 3 je naslednji
sistem resljiv in zapiSite vse njegove resitve:

- + y + z = 1
3z — 6z 3+ 38
2 — By + (B—4)z 2
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Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:

1 1 1 —1 3) 1(2) 1 1 1| =17 |- (-1
3 0 -6 [3+38 J+ ~ 10 3 -3 38| |-(})

2 -5 B-4| 2 + 0 2-8 8—2]| 0
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1

~10 1 1|8 B> ~ 0 1 —1| 8
0 2-8 f-2]0 AN 0 0 0[BB-2)

Zadnji vrstici razsirjene matrike pripada enacba 0 = (5 —2). Torej je sistem resljiv,
samo ce je =0 ali § = 2.

(a) Za B = 0 je zgornjetrikotna razsirjena matrika enaka

1 -1 —-1]1
0 1 -1/0
0 0 010

Ker so v zadnji vrstici razsirjene matrike same nicle, ima sistem neskoné¢no resitev.
Oznacéimo z = t, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je y — z = 0. Ce upostevamo, da
je z =t, dobimo y = z = t. Iz prve vrstice razberemo, da je x —y — z = 1 in zato
r=14+y+z2=1+t+1t=1+ 2t. Vse resitve sistema lahko zapisemo v obliki

T 142t 1 2
y | = t =10+t 1]|,teRr
z t 0 1

(b) Za 8 = 2 je zgornjetrikotna razsirjena matrika enaka

1 -1 —-1]1
0 1 -—-1/2
0 0 010

Ker so v zadnji vrstici razsirjene matrike same nicle, ima sistem neskoncno resitev.
Oznaéimo z = t, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je y — z = 2. Ce upostevamo, da
je z =1, dobimo y = 2+ 2z = 2+1t. Iz prve vrstice razberemo, da jex —y —2z = 1 in
zator =1+y+2=14+2+t+1t =3+ 2t. Resitve sistema lahko zapiSemo v obliki

T 3+ 2t 3 2
y | = 2+t =2 |4+t|1],teR.
z t 0 1
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45. (2. kolokvij, 18.1.2016) Dana je matrika

-1 0 0
A=(2 1 -2
-1 0 0

(a) Poiscite vse lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

(b) Ali matriko A lahko diagonaliziramo? Ce lahko, poiscite tako obrnljivo
matriko P in diagonalno matriko D, da velja A = PDP~!.

(c) Izracunajte A%,

Resitev:

(a) Najprej izracunajmo lastne vrednosti, ki so nicle enacbe det(A — A\I) = 0. Pri
racunanju determinante uporabimo razvoj po prvi vrstici, saj ima determinanta v
prvi vrstici dve nicli:

—1-A 0 0

det(A —\) = 2 1=\ =2 |=(-D"(-1-) L=A =2
0 —A
-1 0 —A
= (=1=XN)(1—=X)(=A).
Torej ima matrika A lastne vrednosti Ay = 0, Ay = 1 in A\3 = —1. Za vsako od

lastnih vrednosti dolo¢imo sedaj Se prirejene lastne vektorje v, ki so resitve sistema
Av = .

Zapisimo razsirjeno matriko sistema za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti
)\1 = 0:

—-1-X) 0 0 [0 -1 0 010
1 11— —-2{0f =11 1 =210
-1 0 -A {0 -1 0 010
Iz prve (zadnje) vrstice matrike sledi, da je x = 0. Drugo vrstico matrike lahko
prepiSemo v enacbo x + y — 2z = 0 in iz nje lahko izrazimo y = —x + 2z. Ce
oznac¢imo z = o, a € R, dobimo y = 2a. Mnozica resitev sistema je
T 0 0
y|l=|2a|=a| 2|, aelR.
z « 1
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Za lastni vektor vy si lahko izberemo eno od nenicelnih resitev sistema, npr.

0
vV = 2
1

Zapisimo razSirjeno matriko sistema za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti
)\2 = 1:

-1-X\ 0 0 |0 -2 0 010
1 11— =2]0 =12 0 =20
—1 0 —A1 |0 -1 0 —-11|0

Iz prve vrstice matrike sledi, da je x = 0. Drugo vrstico matrike lahko prepisemo
v enacbo 2x — 2z = 0 in iz nje lahko izrazimo z = x = 0. Ker nimamo nobenega
pogoja za y, si ga lahko e poljubno izberemo. Ce oznaéimo y = a, o € R, lahko
mnozico resitev sistema zapisemo v obliki

T 0 0
yl=|lal|l=al|ll],aelR
z 0 0

Za lastni vektor v, si lahko izberemo eno od nenicelnih resitev sistema, npr.

0
Vg = 1

0

Zapisimo razsirjeno matriko sistema Se za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti
)\3 = —1:

—-1-X) 0 0 |0 0 0 010
1 11— -21{0f =12 2 =210
-1 0 —A [0 -1 0 110

Zadnjo vrstico lahko prepisemo v enac¢bo —z + z = 0. Ce ozna¢imo z = «, o € R,
dobimo x = z = a. Drugo vrstico matrike lahko prepisemo v enacbo 2x+2y—22z = 0
in iz nje lahko izrazimo y = z — z = o — a = 0. Resitve sistema lahko zapiSemo v
obliki

x a 1
y|l =10 |=a|0]|,aeR
z o 1
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Za lastni vektor vz si lahko izberemo eno od nenicelnih resitev sistema, npr.

1
V3 = 0
1

(b) Ker razli¢cnim lastnim vrednostim pripadajo linearno neodvisni lastni vektorji,
SO v1, U9 in vy linearno neodvisni. Torej se matriko A da diagonalizirati. Diagonalno
matriko D dobimo tako, da po diagonali zapiSemo lastne vrednosti. V matriko P
pa v stolpce v ustreznem vrstnem redu zapiSsemo prirejene lastne vektorje:

AM00 00 0 001
D=0 X 0|=1[01 0| in P=[vy v v3)=1|2 10
0 0 X 00 —1 101

Opomba: Ker smo si vrstni red lastnih vrednosti poljubno izbrali in ker smo za
prirejene lastne vektorje izbrali samo eno od moznih resitev, lahko dobimo razli¢ne
matrike D in P, za katere velja A = PDP™!.

(c) Ker je
00 01* 02016 0

A2016 — PD2016P—1:P 0 1 O P—IZP O 12016 0 P—l
00 -1 0 0 (—1)2

je
-10 0 -10 0 10 0
A2016 — A2 2 1 —=2|-]2 1 —=2|=121 =2
-1 0 0 -1 0 0 10 0

46. (1. izpit, 28.1.2016) Dani sta matriki

1 11 2 1 -1
A=111 0 in B=|0 0 3
01 3 -2 0 1

Resite matriéno enac¢ho AX = BT + X.
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Resitev: Najprej preoblikujmo dano enacbo:

AX = BT+X,
AX -X = BT,
(A-DNX = BT,
X = (A-1'B.
Pri prehodu iz predzadnje v zadnjo vrstico smo privzeli, da je matrika A—1 obrnljiva.

Matriko (A — I)~! izraéunamo tako, da zapisemo razsirjeno matriko [A — I|I] in jo
z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v matriko [I|(A — I)7!]:

0111002 1 00/010
1 00/010 ~ 101 1[1 00 (-1)
01 2|0 0 1 0120013+
(1 0 0] 0 10 1 00/0 1 0

~ 11100j+N01020_1

00 1|-1 0 1 (-1) 00 1|-10 1

Potem je

0 1 0 2 0 -2 1 0 0
X=A-D'B"=|2 0 -1|-|1 0 0|=|5 -3 =5
-1 0 1 -1 3 1 -3 3 3

Opomba: Ker je v enacbi (A — I)X = BT matrika (A — I) levo od iskane matrike
X, lahko pridemo do resitve tudi hitreje. Zapisemo razsirjeno matriko [A — I|B7]
in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v obliko [/]X].

47. (3. izpit, 13.6.2016) Obravnavajte in resite sistem naslednjih enac¢b v odvi-
snosti od parametra a:

T y + z = 0
—r 4+ 2y — az = 2
z + ay + 2z = a+1

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:
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1 —1 1 0
~ 10 1 1-—a 2
_0 0 a?—=1|—-a—-1

Zadnji vrstici pripada enacba
(a—1)(a+1)z=—(a+1). (18)

(a) Ce je a =1, je enacha protislovna, torej sistem nima resitve.

(b) Sistem ima neskonc¢no resitev, ko so v zadnji vrstici razsirjene matrike same
nicle. To velja za a = —1:

—1

o O =
O N =
O NN O

1
0
Oznaéimo z = t, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je y + 2z = 2. Ce upostevamo, da

je z =1, dobimo y = 2 — 2z = 2 — 2. Iz prve vrstice razberemo, da jex —y+2 =10
in zato x =y — 2 =2 — 2t —t = 2 — 3t. ReSitve sistema lahko zapiSemo v obliki

T 2 — 3t 2 -3
y|l=\(2-2t|=12|+t| -2 |,teR.
Z t 0 1

(c) Poglejmo si e primer, ko a # 1 in a # —1. V tem primeru lahko enacbo
delimo z (a — 1)(a + 1) in dobimo

Drugo vrstico zgornjetrikotne matrike lahko prepisemo v enacbo y + (1 — a)z = 2.
Iz nje lahko izrazimo

1—a_

y=2—(1—-a)z=2- =1

1—a

82



Iz prve vrstice sledi, da je x — y + 2 = 0 in zato

1 1 —a
Tr = — Z = — =
4 l—a 1-a
Torej ima sistem natanko eno resitev

x Ta

y | =1 1

> 1

l1—a

determinanta enaka 2:

48. (4. izpit, 5.9.2016) Poiscite vse vrednosti parametra a, za katere je dana

0o 4 -1 0
1 3 1 2
17 a 3
-1 1 2a—2 —a
Resitev: Determinanto izracunamo s pomocjo Gaussove
0 4 -1 0 1 3 1
1 3 1 2 j] _ 0o 4 -1
17 a 3 17 a
-1 1 2a—2 —a -1 1 2a—-2
1 3 1 2 1
B 04 -1 0 (-1 4= |0
~ 04 a-1 1 J+ -0
0 4 2a—1 2—a + 0
13 1 2
- 04 -1 0 _ N 42
= —lbo « 1| = 1-4-a-(—a)=4a
00 0 —a

Determinanta bo enaka 2, ¢e bo 4a® = 2, torej za a; o =

eliminacijske metode:

2 (=1
O ]
3 +
—a +
3 1 2
4 -1 0
0 a 1 (-2)
0 20 2—a J+
V2
+5=.

Opomba: Determinanto bi lahko racunali tudi z razvojem po prvi vrstici, ki vsebuje

dve nic¢li. Dobljeni determinanti dimenzije 3 x 3 bi nato
Gaussove eliminacijske metode.
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49. (1. kolokvij, 5.12.2016) Dolocite vrednost parametra a, da matrika

-1 1 1
A=1|-5 1 2
a -1 -3

ne bo obrnljiva.

Resitev: Matrika A ne bo obrnljiva natanko tedaj, ko bo det A = 0. Determinanto
zacnemo racunati z Gaussovo eliminacijsko metodo. Ko imamo v prvem stolpcu dve
nicli, pa nadaljujemo z razvojem po prvem stolpcu:

-1 1 1 (=5) q(a) -1 1 1
a —1 -3 J+ 0 —-14+a —3+a
—4 -3
o 1\1+1/

= —((~4)(=3+a) — (=3)(~1 +a))
= —(12—-4a—-3+3a)=—(9—a).

Matrika A ni obrnljiva za a = 9.

Opomba: Determinanto bi lahko izracunali tudi samo z Gaussovo eliminacijsko
metodo ali pa samo z razvojem po katerikoli vrstici ali stolpcu.

50. (1. kolokvij, 5.12.2016) Obravnavajte in resite sistem naslednjih enacb v od-
visnosti od parametra a:

4 + z =1
£ + y + (e+tl)z = 2
2r — ay + 2a+1)z = 2

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:
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[1 0 1 1 (=1 (=2 1 0 1|1
1 1 a+1 |2 J+ ~ 10 1 a]l (a)
2 —a 2(a+1)|2 + 0 —a 2a|0 J+

10 1 1
~ [0 1 a 1
0 0 2a+a®|a
Zadnji vrstici pripada enacba
ala+2)z = a. (19)
(a) Ce je a = —2, je enacha ([19) protislovna, torej sistem nima resitve.

(b) Sistem ima neskoné¢no resitev, ko so v zadnji vrstici razsirjene matrike same
nicle. To velja za a = 0:

1 0 1|1
01 01
00 0]0

Iz druge vrstice sledi, da je y = 1. Oznacimo z = t,t € R. Iz prve vrstice razberemo,
dajexr+z=11inzato z =1 — z =1 — t. Resitve lahko zapisemo v obliki

T 1—1t 1 —1
y | = 1 =|11]|4+t| 0 |,teR.
z t 0 1

(c) Poglejmo si e primer, ko a # 0 in @ # —2. V tem primeru lahko ena¢bo

delimo z a(a + 2) in dobimo
1

z = :
a+2
Drugo vrstico zgornjetrikotne matrike lahko prepisemo v enacho y + az = 1. 1z nje
lahko izrazimo

a 2
y=1—az=1- = .
a+2 a+2
Iz prve vrstice sledi, da je x + z = 1 in zato
1 1
r=1—2z=1- :a—l— :
a+2 a—+2
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Torej ima sistem natanko eno resitev

a+2
_ 2

Yy - a+2
1

z a+2

51. (1. izpit, 23.1.2017) Izracunajte lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

1 0 O
A=12 0 -1

2 -1 0
Poiscite kako obrnljivo matriko P in diagonalno matriko D, da bo
A = PDP~!. Z njihovo pomo¢jo izracunate A2°'7.

Resitev: Najprej izracunamo lastne vrednosti, ki so nicle enacbe det(A — A\I) = 0.
Pri racunanju determinante uporabimo razvoj po prvi vrstici, saj ima determinanta
v prvi vrstici dve nicli:

1—X 0 0 1
det(A —\I) = 2 -\ 1= (—1)1“(1—)\)’ 1 ’
2 -1 =X
= 1=\ =-1D=-\=-1*N+1).
Torej ima matrika A lastne vrednosti Ay = 1 in A3 = —1. Za vsako od lastnih

vrednosti dolo¢imo sedaj Se prirejene lastne vektorje v, ki so resitve sistema Av = A\v.

Zapisimo razsSirjeno matriko sistema za lastni vektor, ki pripada dvojni lastni vre-
dnosti A\j o = 1:

1—-Ma 0 0 |0 0 0 010
2 M\, —1 |0 =2 -1 -1]0
2 ~1 A2 |0 2 -1 —10

Ker je prva vrstica nicelna in je tretja vrstica enaka drugi, imamo samo eno neod-
visno enacbo
20 —y—2=0.
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Ce oznaéimo z = o, a € R, in y = 3, B € R, dobimo z = 2z —y = 2a — 3. Mnozica
resSitev sistema je

T «o o 0 1 0
y | = B =10 |+]| 8 |=al0|+8] 1 |,aBeR
z 200 — 8 2a —b 2 -1

Iz dobljene mnozice resitev si lahko izberemo dva linearno neodvisna vektorja, npr.

1 0
viy=10 in wy = 1
2 -1

Zapisimo razsirjeno matriko sistema Se za lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti
)\3 = —1:

1—X3 0 0 |0 2 0 010
2 -3 —1]0 =12 1 —-1]0
2 -1 —X;3|0 2 -1 1|0

Iz prve vrstice sledi, da je x = 0. Potem iz druge in tretje vrstice sledi, da je y = z.
Ce oznac¢imo z = o, a € R, dobimo y = a.. Resitve sistema lahko zapisemo v obliki

T 0 0
'y e (e = X ]_ ,OCER
z a 1

Za lastni vektor v si lahko izberemo eno od nenicelnih resitev sistema, npr.

0
V3 = 1
1

Ker razlicnim lastnim vrednostim pripadajo linearno neodvisni lastni vektorji, so
v1, V9 in vz linearno neodvisni. Torej se matriko A da diagonalizirati. Diagonalno
matriko D dobimo tako, da po diagonali zapiSemo lastne vrednosti. V matriko P
pa v stolpce v ustreznem vrstnem redu zapiSemo prirejene lastne vektorje:

A1 0 0
D=10 0 in P= [vl Vg v3} = 1
0

o O =
o = O
N O
)

0 0
)\2 0 =
0 A3 -1 -1
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Opomba: Ker smo si vrstni red lastnih vrednosti poljubno izbrali in ker smo za
prirejene lastne vektorje izbrali samo eno od moznih resitev, lahko dobimo razlicne

matrike D in P, za katere velja A = PDP™!.

Izracunajmo se A?017:

10 o]*" 12017 0
A2017 — PD2017P—1 — P 0 1 O P—l — P O 12017 O P—l
00 —1 0 0 (—1)%17
10 0
= P|l01 0|P'=PDP!'=A.
00 —1

52. (2. izpit, 6.2.2017) Obravnavajte in resite sistem naslednjih ena¢b v odvisnosti
od parametra a:

r — 2y + % = 2
2r — 3y + (a+2)z = 5
r — (a+2)y =1

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:

1 -2 1 |2 (—2) 1(-1) 1 =2 1] 2

2 -3 a+215 J+ ~ |10 1 a 1 (a)
1 —(a+2) 0 |1 + 0 —a —1]-1 J+
1 —2 1 2

~ 0 1 a 1
0 0 a?—1]a—-1

Zadnji vrstici pripada enacba
(a—1)(a+1)z=a—1. (20)

(a) Ce je @ = —1, je enacha protislovna, torej sistem nima resitve.

(b) Sistem ima neskonc¢no resitev, ko so v zadnji vrstici razsirjene matrike same
nicle. To velja za a = 1:

-2

1 1
0 1
0 0

S = DN

1
0
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Oznacimo z = t,t € R. Iz druge vrstice sledi, dajey+2z =1, torejy = 1—2z = 1—t.
Iz prve vrstice razberemo, da je t —2y+2z = 2inzatox = 2+4+2y—2 = 24+2—-2t—t =
4 — 3t. Resitve lahko zapisemo v obliki

T 4 — 3t 4 -3
y | = 1—1t =|1]4+t]| —-1],teR
z t 0 1

(c) Poglejmo si 8e primer, ko a # 1 in a # —1. V tem primeru lahko enacbo
delimo z (a — 1)(a + 1) in dobimo
1
a+1

Drugo vrstico zgornjetrikotne matrike lahko prepisemo v enac¢ho y + az = 1. 1z nje
lahko izrazimo

a 1
y=1—az=1- = .
a+1 a+1
Iz prve vrstice sledi, da je x — 2y + z = 2 in zato
2 I 2a+3

=21+ 9y —2z2=2 — = .
. tay—z +a+1 a+1 a+1

Torej ima sistem natanko eno resitev

2a+3

a+1
_ 1

Y o a+1
1

Z a+1

53. (3. izpit, 13.6.2017) Resite matricno enacbo AX = 2X + BT, kjer je

3 2 -1 bz =l
A=10 1 2 in B=|-1 0 1
1 4 -2 1 -1 0

Resitev: Najprej preoblikujemo dano enacbo:

AX = 2X+ BT,
AX —2X = BT,
(A-20)X = BT,

X = (A-20)"'B".



Pri prehodu iz predzadnje v zadnjo vrstico smo privzeli, da je matrika A — 27
obrnljiva. Matriko (A — 2I)~! izratunamo tako, da zapiSemo razsirjeno matriko
[A—21I|I] in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v matriko [I|(A—21)7"]:

1 2 —1]1 0 0] —— -1 1 2 =11 0 0
0 -1 2|0 1 0| |-(=1) ~ 101 =20 =10 (-2)
1 4 —4]0 0 1] +—+ 02—3—1013+
[1 2 -1 1 0 0] +«——+ 120021i+
~ 1_20_10j+ ~ 1 0/—-2 3 2 (-2)
00 1|-1 2 1 (2) - 00 1|—-1 21
[1 0 0] 4 —4 -3
~ 101 0]/-2 3 2
00 1/-1 2 1]
Potem je
4 —4 -3 1 -1 1 -1 -7 8
X=A-2"'B"'=]|-2 3 2 2 0 —-1|=]2 4 -5
-1 2 1 -1 1 0 2 2 -3

Opomba: Ker je v enacbi (A —21)X = BT matrika (A — 2I) levo od iskane matrike
X, lahko pridemo do resitve tudi hitreje. Zapisemo razsirjeno matriko [A — 21|B7]
in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo prevedemo v obliko [/]X].

54. (4. izpit, 28.8.2017) Resite sistem enacb

2c — y + =z =1
or — 2y + 3z =
y + z = 1l

Kaksen je geometrijski pomen resitve?

Resitev: Zapisimo razsirjeno matriko sistema in jo z Gaussovo eliminacijsko metodo
prevedimo v zgornjetrikotno matriko:

90



2 -1 1|1 5 =2 313 + 1 0 1|1 (-2)
5 =2 3|3 2 ~ 12 =1 1]1 j(—2) ~ |12 =1 1]1 J‘F
0 1 1]1 0 1 1|1 0 1 1|1
(1 0 1 1 1 0 1 1

~ 10 -1 —-1|-1 ~ (0 -1 —-1|-1
0 1 1 1 J+ 0 0 010

Ker so v zadnji vrstici razsirjene matrike same nicle, ima sistem neskoncno resitev.
Oznacimo z = t, t € R. Iz druge vrstice sledi, da je —y — z = —1. Ce upostevamo,
da je z =t, dobimo y =1 — z = 1 —t. Iz prve vrstice razberemo, da je x + 2 =1 in
zato x =1 — 2z =1 —t. Mnozico resitev lahko zapiSemo v obliki

T 1—1¢ 1 -1
y|l=|1-t|=|1]|+t]| -1 ],teR
z t 0 1

Geometrijsko to pomeni, da se ravnine, katerih enache so vrstice sistema, sekajo v
premici z enac¢bo
() = (1,1,0) + {(~1,-1,1), t € R.
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8 Zaporedja

55. (2. kolokvij, 19.1.2015) Zaporedje (a,)nen je podano z rekurzivno formulo

ap = 2, apy1 = 2+ %, n > 1. Utemeljite konvergenco zaporedja in

izracunajte njegovo limito.

Resitev: Ce je zaporedje monotono in omejeno, potem konvergira. Izra¢unajmo
prvih nekaj ¢lenov zaporedja:

a1:2,
2+2 12
Ao = —_ = —
2 5 57
12
= 12 62
AT

Vidimo, da zaporedje za prve tri clene narasca. Z uporabo matematicne indukcije
dokazimo, da zaporedje ves ¢as naraSca, torej da je a, < a,.1 za vsako naravno
stevilo n. Da neenakost a; < ay drzi, smo se prepricali ze zgoraj. Dokazati je treba
le Se, da velja api1 < apio, Ce le velja indukcijska predpostavka ap < agiq, £ > 1.
To naredimo tako, da preoblikujemo indukcijsko predpostavko:

ap < agy1, (delimo s 5)

% %, (pristejemo 2)
ak Ak+1

24 E <24
5 5

Leva stran zadnje neenakosti je enaka ag,1, desna pa axyo, zato je ari1 < aprs. Po
principu matematic¢ne indukcije smo dokazali, da je zaporedje narascajoce.

Za dokaz konvergence je potrebno dokazati Se, da je zaporedje navzgor omejeno.
Razmislimo, kaj bi lahko bila zgornja meja zaporedja. Ce bi zaporedje imelo limito,
oznacimo jo z A, bi za to limito zaradi definicije zaporedja a,y1 = 2 + % veljala
enakost A = 2 + %. Iz te enakosti izracunamo A = g, kar je (edini) kandidat za
limito. Zgoraj smo pokazali, da zaporedje narasca. Zdaj pa pokazimo, da je navzgor
omejeno z nekim Stevilom, ki je vecje ali enako % Zaradi lepSega racuna predpo-
stavimo, da je navzgor omejeno s 3 in hipotezo dokazimo s pomocjo matematic¢ne
indukcije. Dokazati je treba torej, da je a,, < 3 za vsako naravno stevilo n. Ocitno

je, da izjava drzi za a;. Dokazati je treba Se, da iz indukcijske predpostavke ap < 3
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(k > 1) sledi ag41 < 3. Preoblikujmo indukcijsko predpostavko:

ap < 3, (delimo s 5)

3
% <z (pristejemo 2)
(075 3
24 — <24 -,
- 5 i )

Leva stran je enaka ap.;, desna stran pa 2 + % = %, kar pa je manj od % = 3.
Zadnja neenakost se da zapisati v obliki:
13
Qg1 < E < 3.
Tako smo dokazali tudi omejenost in s tem konvergenco zaporedja.
Limita zaporedja je enaka A = g (saj je to bil edini kandidat za limito).

56. (2. kolokvij, 18.1.2016) Zaporedje (a,)nen je podano z rekurzivno formulo

2a2 +3
7

,n>1.

a; = 2, Api1 =

Pokazite, da je zaporedje monotono in omejeno. Utemeljite konvergenco
zaporedja in poiscite njegovo limito.

Resitev: Preverimo, da je zaporedje monotono. Izracunajmo prvih nekaj ¢lenov
zaporedja:

CL1:2,
2-443 11
aqy = —m—mm—— — —
2 7 77
2-5+3 389
as = = .
7 343

Vidimo, da zaporedje za prve tri ¢lene pada. Z uporabo matematicne indukcije
dokazimo, da zaporedje ves cas pada, torej da neenakost a,, > a,i, drzi za vsako
naravno Stevilo n. Da je a; > as, smo se prepricali Ze zgoraj. Dokazati je treba Se,
da velja agy1 > agyo, Ce le velja indukcijska predpostavka ay > agpiy (K > 1). Pri
dokazu bomo uporabili dejstvo, da za pozitivni Stevili a in b, za kateri je a > b, velja
a®? > b%. Opazimo Se, da so zaradi definicije zaporedja (a,)ney vsi cleni zaporedja
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pozitivni. Preoblikujmo indukcijsko predpostavko:

ar > apy1, (kvadriramo)
a; > aj_,, (pomnozimo z 2 in pristejemo 3)
2aj 4+ 3 > 2ai,, + 3, (delimo s 7)
2a2 + 3 N 207, +3.
7 7

Leva stran zadnje neenakosti je enaka a1, desna pa ayo, zato je agyq > agio. Po
principu matemati¢ne indukcije smo dokazali, da je zaporedje padajoce.
Zaporedje je navzgor omejeno z aj, saj pada, navzdol pa z 0 (sledi iz definicije

zaporedja). Ker je zaporedje padajoce in (navzdol) omejeno je konvergentno.

.- . .. . . . 20213 . .
Ozna¢imo A = lim a,. Na levi in desni strani enakosti a, 1 = % imamo c¢lene

n—oo
dveh zaporedij, ki imata isto limito. Zato velja

2
262 +3 2 (hm an) +3
lim a,.; = lim Gt 3~ Anoes .

Torej je A = &;“3. Resitvi dobljene kvadratne enacbe A; = 3 in Ay = % sta tako

kandidatki za limito zaporedja. Ker je prvi ¢len zaporedja enak 2 in zaporedje pada,
Stevilo 3 ne more biti limita. Limita zaporedja je torej %

57. (4. izpit, 5.9.2016) Dano je zaporedje

_6n2+1

ap=—"—=, n>1.
1 —2n?

Pokazite, da je zaporedje narasc¢ajoce in navzgor omejeno. Dolocite limito
zaporedja. Ugotovite, od katerega ¢lena naprej lezijo Cleni zaporedja v
intervalu s sredis¢em v limiti in polmerom ¢ = 0.01.

Resitev: Zaporedje je narascajoce natanko tedaj, ko za vsako naravno Stevilo n
velja neenakost a, < a,+1. Pri spodnjem racunu uporabimo dejstvo, da sta za
vsako naravno $tevilo n vrednosti izrazov (1 — 2n?) in (1 — 2(n + 1)?) negativni in
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je zato njun produkt pozitiven. Racunamo:

(p < Ap41,
6n* + 1 _ 6(n+1)*+1
1—2n2 " 1-2(n+1)?
(6n* +1)(1 —2(n* 4+ 2n + 1)) < (6(n* +2n + 1) + 1)(1 — 2n?),
(6n? +1)(—2n* —4n — 1) < (60 + 12n + 7)(1 — 2n?),
—12n* — 24n3 —8n% —4dn — 1 < —12n* — 24n® — 8n? + 12n + 7,
0 < 16n + 8.

Ker je dobljena neenakost resni¢na za vsako naravno Stevilo n, je zaporedje narasc¢ajoce.
Zaporedje je navzgor omejeno z 0, saj je za vsako naravno Stevilo n Stevec ulomka

2 o . . . -« . .
fli’j;;% pozitiven, imenovalec pa negativen. Izracunamo limito:

, . 6n2+1 . 6+ %
lim a, = lim =1 o=

Zdaj je potrebno poiskati vsa naravna stevila n, za katera velja |a, — (—3)| < 0.01.
V spodnjem racunu uporabimo dejstvo, da je izraz (1 — 2n?) negativen za vsako
naravno Stevilo n in tako je |1 — 2n?| = —(1 — 2n?) = 2n* — 1:

la, — (—3)] < 0.01,
6n2 + 1
1—2n?
6n% 4+ 1+ 3(1 — 2n?)

1 —2n?

+ 3‘ < 0.01,

1
< 1—00,
4 1
1— 202 = 100’
4 1
2n? —1 < 100’
400 < 2n? — 1,
401 < 2n?,
200.5 < n*.

(pomnozimo s 100 - (2n* — 1))

Najmanjse naravno stevilo, ki ustreza neenakosti v zadnji vrstici, je n = 15, saj
je 14?2 < 200.5 < 152, V danem intervalu leZijo vsi ¢leni zaporedja od a5 naprej
oziroma vsi ¢leni zaporedja, razen prvih 14.
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58. (1. izpit, 23.1.2017) Za rekurzivno podano zaporedje a; = 2, ap11 = 6 — =
pokazite, da je omejeno in monotono. Utemeljite konvergenco zaporedja 1n
izracunajte njegovo limito.

Resitev: Izracunajmo vrednosti prvih nekaj ¢lenov zaporedja:

Cl1:2,
5 7
:6——:—
@ 2~
5 32
G3:6——I—.
% 7

Pokazimo najprej, da je zaporedje omejeno. Pri tem si pomagamo z naslednjim
razmislekom. Ce bi Zaporedje imelo limito, oznac¢imo jo z A, bi zaradi definicije
zaporedja a,;1 = 6 — a— veljalo A = 6 — %. Resitvi dobljene kvadratne enacbe,
A; = 11in Ay, = 5, sta torej kandidatki za limito. Ker je prvi ¢len zaporedja enak
2 (in velja 2 € [1,5]), dokazimo, da za vsako naravno stevilo n velja 1 < a, < 5.
Neenakost oc¢itno velja pri n = 1. Ce velja (indukcijska) predpostavka 1 < a; < 5,
mora veljati 1 < ag1; < 5. Pri spodnjem ra¢unu bomo uporabili dejstvo, da za

pozitivni stevili a in b, za kateri je a < b, velja é > % Rac¢unamo:

1 < ag <5, (invertiramo)

1 1
1> — > —, (pomnozimo z (—5))
(07% 5
)
—5 < —— < —1, (pristejemo 6)
ag
5
1<6—-— <5
Qg

Ker je 6 — % = ay+1, SMo po principu matematicne indukcije pokazali, da je zapo-
redje je omejeno (navzdol z 1, navzgor pa s 5).

Zdaj se lotimo dokaza monotonosti. Iz prej izracunanih prvih ¢lenov vidimo, da
zaporedje za prve tri ¢lene narasca. Z uporabo matemati¢ne indukcije dokazimo, da
zaporedje ves Cas narasca, torej da trditev a, < a,y; drzi za vsako naravno Stevilo
n. Da izjava a; < ag drzi, smo se ze prepricali. Dokazati je treba Se, da velja
agr1 < agie, ¢e le velja indukcijska predpostavka ar < agy1 (kK > 1). Pri racunu
bomo uporabili dejstvo, da so ¢leni zaporedja pozitivni. Preoblikujmo indukcijsko
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predpostavko:

ap < agy1, (invertiramo)

1 1 ..
— > , (pomnozimo z — 5)
ay Af+1
5 -
—_— < - , (pristejemo 6)

Qg k+1
) 5)

6—— <6— .
ay Ak+1

Leva stran zadnje neenakosti je enaka a1, desna pa ajis, zato je agy1 < agio. Po
principu matemati¢ne indukcije smo dokazali, da je zaporedje narasc¢ajoce.

Spomnimo se, da sta kandidatki za limito zaporedja A; = 1 in Ay = 5. Ker je prvi
¢len zaporedja enak 2 in zaporedje narasca, Stevilo 1 ne more biti njegova limita.

Limita zaporedja je torej stevilo 5.
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9 Vrste

(o)

59. (2. izpit, 7.2.2014) Pokazite, da je vrsta > (#2)“2 konvergentna.

n=1

Resitev: Uporabimo korenski test:

’ n n " n "
| = = ;
n+ 2 n+ 2

" 1 1

n—oo n—oo n—oo (—

n

1 B
e
(lm (1+2)%)

. oy . . . n -«
Na zadnjem koraku smo uporabili znano limito lim (1 + %) = e: Ce vzamemo
n—oo

k = 5 velja, da k — oo natanko takrat, ko n — co. Zato je

2\ 2 1\*
lim (1+—) = lim (1+—) =e.
n—oo n k—o0 k

Ker je e% < 1, je lim {/|a,| < 1. Torej nam korenski test pove, da je dana vrsta
n—oo

N

konvergentna.

60. (2. kolokvij, 19.1.2015) Pokazite, da vrsta

Z(—l)”*lnﬁ(n—fn (21)

zadosca pogojem Leibnizovega izreka. Izracunajte njeno tretjo delno vsoto
s3 in ocenite za koliko se s3 najvec razlikuje od prave vsote vrste. Pokazite
Se, da vrsta ni absolutno konvergentna.

n2+1

Resitev: Naj bo a, = 2D

Preveriti moramo dva pogoja: 1) lim a, = 0 in
n—oo
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2) apy1 < a, za vsak n. Izra¢unajmo

2
1
lim a, = lim s (Stevec in imenovalec delimo z n®)
n—00 n—o00 ’[’LQ(n —+ ]_)
1,1
. ot 0
= lim 2—2- = — =0.

Neenakost a,+1 < a, prepisemo v

(n+1)2+1 < n?+1
n+1)2n+2) =~ n?(n+1)

Dobljena neenakost je ekvivalentna neenakosti
n(n+12+1) < (n+Dn+2)n*+1) ali

n*(n® +2n +2) < (n® + 1)(n* + 3n + 2).

Zadnja neenakost pa velja, ker je n? < n?+ 1, n2 +2n+ 2 < n? + 3n + 2 za vsak
n > 1 in so vsi izrazi pozitivni. Ker je zadoS¢eno obema pogojema Leibnizovega
izreka, je podana vrsta konvergentna.

Opomba: Neenakost a,y1 < a, lahko preverimo tudi na drug nacin. Najprej
prepisemo to neenakost v obliko a,, — a,+1 > 0 in damo dobljeno razliko ulomkov
na skupni imenovalec:

n?+1 (n+1)2+1
n?(n+1) (n+1)2(n+2) =0,
R+ 1)n+1Dn+2)— (n+1)2+1)n? 0.

n?(n+ 1)2(n + 2) -

Ker je imenovalec zgornjega ulomka pozitiven, je zadnja neenakost ekvivalentna

neenakosti
N+ D(n+1)n+2)—((n+1)?+1)n*>0.

To neenakost lahko poenostavimo v

(n® +1)(n* + 3n +2) — (n* 4+ 2n + 2)n? > 0,
nt +3n% +3n® +3n +2 — (n* + 20 +2n?) > 0,
4+ n?+3n+2>0.

Dobljena neenakost pa ocitno velja za vsak n > 1.
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Izracunajmo ss:

1+1 4+1 9+1 5 5 31
= (=12 — 13— ) =1 = ==
53 = )1(1+1)+( )4(2+1) ( )9(3+1) 12 18 36
Uporabimo oceno |s — s,| < a,+1 za n = 3. Ker je ay = 15&111) = é—g, dobimo oceno
| < 17
$—s —.
7180

Torej se s3 po absolutni vrednosti od dejanske vsote vrste razlikuje za manj kot %.

Iz definicije absolutne konvergence sledi, da moramo pokazati, da je vrsta

;aﬂ:;n2(n+l)

divergentna. Naj bo b, = —=. Ker je n” +1 > n?, imamo 2241 5 1. od koder sledi,

n2

[e.e]
da je a, > b,. Ker je vrsta »_ b, divergentna (harmoni¢na vrsta z manjkajo¢im
n=1

o
1. ¢lenom), iz primerjalnega testa sledi, da je tudi vrsta »_ a, divergentna. Torej

n=1
podana vrsta ni absolutno konvergentna.
61. (1. izpit, 29.1.2015) Dana je vrsta
> (7)
e \t+4
(a) Utemeljite, da je za t = —1 vrsta konvergentna in izracunajte njeno
vsoto.
(b) Za katere vrednosti ¢ je vrsta konvergentna?

Resitev: Za vsak t € R\ {—4} je podana vrsta geometrijska.

(a) Ce je t = —1, imamo koliénik ¢ = —%. Ker je |q| < 1, je vrsta konvergentna. Po
formuli za vsoto geometrijske vrste zdaj dobimo, da je vsota dane vrste enaka
1 3
~ ==
L=(=3) 4



(b) Geometrijska vrsta je konvergentna natanko tedaj, ko je njen koli¢nik po absolu-
tni vrednosti manjsi od 1. Resiti moramo torej neenacbo |g| < 1 oziroma !tﬁ‘ < 1.
Ta neenacha je ekvivalentna dvojni neenacbi

t
1< —x<1.
t+4
Resimo najprej neenacho 5 < 1:
t
—— —1<0
t+4 ’
t—(t+4) 0
t+4 ’
—4
— <0
t+4
Zadnja neenakost velja, ko je imenovalec ulomka na levi strani pozitiven: t+4 > 0.
Resitev neenache ;5 < 1 je torej interval I = (—4,00).
Resimo Se neenacbo tﬁ > —1:
t
—— +1>0
t+4+ ’
t+ (t+4) 0
t+4 ’
2t +4
+ 0,
t+4
t+2
tre 0.
t+4

Zadnja neenakost velja, kadar sta Stevec in imenovalec bodisi oba pozitivnha bodisi
oba negativna: t +2>0int+4 >0alipat+2<0int+4 < 0. Torej ali velja

t > —2ali t < —4. Resitev neenacbe ;17 > —1 je torej Iy = (—o0, —4) U (=2, 00).

Resitev neenache ‘HLA < 1 je tako presek I} N [y = (—2,00). Torej dana vrsta je
konvergentna za t € (—2,00).

Opomba: Neenacbo ‘HLA < 1 bi lahko za t # 1 prepisali v ekvivalentno enacbo
[t] < |t +4].
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62. (2. kolokvij, 18.1.2017) Pokazite, da vrsta

o0

S (-t (22)

2
n=1 n
zadoSca pogojem Leibnizovega izreka. Izracunajte njeno tretjo delno vsoto
s3 in ocenite za koliko se s3 najvec razlikuje od prave vsote vrste. Pokazite
Se, da vrsta ni absolutno konvergentna.

Resitev: Ozna¢imo a,, = ”n—*;g Preveriti moramo dva pogoja: 1) lim a, = 0 in
n—oo

2) apy1 < a, za vsak n. Izra¢unajmo:

. .on+3 o .
lim a,, = lim (Stevec in imenovalec delimo z n?)
n—o00 n—o00 TL2
13
. oat= 0
= lim ~—"~ = - =0.
n—oo 1 1

Neenakost a,+1 < a,, prepiSemo v

n—+4 <n—|—3
(n+1)2~ n>

Levo in desno stran te neenakosti pomnozimo z n?(n + 1)? in dobimo ekvivalentno
neenakost
(n+4)n* < (n+3)(n+1)>2%

Dobljena neenakost je ekvivalentna neenakosti
n® +4n* <n®+5n* 4+ T+ 3 ali

0<n®+7n+3.

Zadnja neenakost pa oc¢itno velja za vsak n > 1. Ker je obema pogojema Leibnizo-
vega izreka zadosceno, je podana vrsta konvergentna.

[zracunajmo ss:

6 5 6 41
= (-1 =+ (1= + (-1 =4~ =
se= (1P + () + (D' =4 - T o =

Uporabimo oceno |s — s,| < an41 zan = 3. Ker je ag = ¢,

%, torej se s3 po absolutni vrednosti od dejanske vsote vrste razlikuje za najvec %.

dobimo oceno |s — s3] <
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Iz definicije absolutne konvergence sledi, da moramo pokazati, da je vrsta iz abso-

lutnih vrednosti
n + 3
Z an = Z -
n=1
. Ker je 2 > 1, imamo 2 > 1 kar je a,, > b,. Ker
n ’ . n . n . .
(harmoni¢na vrsta), iz primerjalnega testa sledi, da je

divergentna. Naj bo b,
je vrsta > 7 n=1 b, dlvergent

Ele

tudi vrsta Z a, divergentna. Torej dana vrsta (22]) ni absolutno konvergentna.
n=1

63. (3. izpit, 13.6.2017) Dana je vrsta

1
—1)" . 23
> (23)
Ali konvergira? Ali konvergira absolutno? Odgovore utemeljite.
Resitev: Naj bo a, = ﬁ Preveriti moramo dva pogoja: 1) nh_)lrr;o a, = 0 in
2) aps1 < a, za vsak n. Izracunajmo
. ) 1
lim a, = lim =0
Neenakost a, 1 < a, prepisSemo v
1 1

< .
vVn+2  Vn+1

Ta neenakost pa ocitno velja za vsak n > 1. Ker je obema pogojema Leibnizovega
izreka zadoSceno, je podana vrsta konvergentna.

Iz definicije absolutne konvergence sledi, da moramo preveriti, ali je vrsta

(o] [o.¢] 1
;an:;\/n—i-l

konvergentna. Naj bo b, = ﬁ Ker je \/n+ < n-+1 (zavsak n € N), j

\/an > +1 Zato velja a,, > b,. Ker je vrsta Z b, divergentna (harmonicéna vrsta

n=1

o0
brez prvega ¢lena), iz primerjalnega testa sledi, da je tudi vrsta »_ a, divergentna.
n=1

Torej dana vrsta ni absolutno konvergentna.
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10 Indukcija in/ali zaporedja in vrste

64. (1. kolokvij, 25.11.2013)

(a) Pokazite s popolno indukcijo, da za vse n € N velja

n

2
> (2+3k) = w
k=1

(b) Izracunajte limito
vy (2 + 3k
n—00 n? + 2n

in dolocite, kateri ¢leni lezijo izven e-okolice limite L s polmerom ¢ =
0.01.

Resitev:
(a) Dokazati je treba, da za vsak n € N velja

3n?+Tn

5814+ (24 30) = =)

Pri n =1 se nasa trditev glasi 5 = % Torej baza indukcije stoji.
Predpostavimo, da za nek n =k (k > 1) velja

3k? + Tk

5814 (24 3k) = ——

Pokazimo sedaj, da za n = k + 1 velja

3(k+12+7(k+1
54+8+11+4...+(2+3k)+ (5+3k) = ( )2 ( ). (24)

Vidimo, da za desno stran enakosti velja

3(k+12+7(k+1)  3k*+13k+ 10
2 B 2 '

Na prvih £ ¢lenih leve strani enakosti uporabimo indukcijsko predpo-
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stavko:

k? + 7k
54+8+11+...+(2+3k)+(5+3k) = ¥+5+3k
3k? + Tk + 10 + 6k

2
3k* + 13k + 10

2

Torej trditev drzi tudi za n = k+ 1. Zato trditev drzi za vsa naravna Stevila n.

Iskano limito izra¢unamo s pomocjo rezultata iz naloge (a):

2
S (2+3k) . EFER 1 3e4+Tn 1, 3+1 03
1 k=17 7/ 1 —— = T _ n _ -
oo n? 4+ 2n nl—>nolonz+2n in_glo n? +2n 2 ggol—i—% 2

[zven e-okolice limite zaporedja s splosnim ¢lenom

Y ore(243K) 304 Tn
 on2+2n 2(n2+2n)

n
lezijo tisti cleni a,, za katere velja

a, — —| > €.

2

d

V zgornjo neenacbo vstavimo splosni ¢len in upostevamo dejstvo, da je n > 0

in zato 2(n£f-2n) - 2(n27—Lf—2n):
3+ 3
—— — —| >0.01
'2(712 +2n) 2 ‘ - ’
3n? +7n — 3(n* + 2n) .
2(n? + 2n) =100’
n 1
> 100’
2(n%+2n) — 100
2(n?+2
100 > (n® + n)’
n
100 > 2n + 4,
48 > n.

Zunaj dane e-okolice lezi prvih 48 ¢lenov zaporedja.
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65. (2. izpit, 12.2.2015) Naj bo a, = 222 n > 1.

’FLQ Y

(a) Dolocite limito zaporedja a = lim a,. Kateri ¢leni lezijo izven okolice
n—oo

(a —€,a+ ¢€) limite a, ¢e je € = 0.257

o
(b) S primerjalnim kriterijem pokazite, da vrsta » a, ni konvergentna.
n=1

Resitev:
(a) Izracunajmo limito:

349
Ty,

a = lim a, = lim
n—o00 n—o00 n2

Izven e-okolice lezijo tisti cleni a,, za katere je
la, — 0] > 0.25

V zgornjo neenacbo vstavimo splosni ¢len danega zaporedja in upoStevamo
dejstvo, da je 32 > 0:

n2

2
‘3+71202a

n2
34+ 2n
2

v

n

1
47
12+ 8 n2,
n

2_8n—12.

vV 1V

n
0
Ker sta resitvi kvadratne enacbe 2 — 8z — 12 = 0 stevili

8+ VS 1+4-12 8+
5 —

4
Vg:4i2¢5

T2 =
’ 2

neenacho x2—8x—12 < 0 resijo vsa realna stevila iz intervala [4—2+/5, 44-21/5].
Neenacbo 0 > n? — 8n — 12 resijo vsa naravna $tevila iz istega intervala, torej
vsa naravna Stevila manjsa ali enaka 8 (saj je 2v/5 = v/20 € (4,5)). To nam
pove, da zunaj dane e-okolice lezi prvih 8 ¢lenov danega zaporedja.

(b) Zaporedje s splognim ¢lenom a,, = 323” primerjamo s harmoni¢nim zapored-

jem, t.j. z zaporedjem s splosnim ¢lenom b,, = % Za vsako naravno stevilo n
namrec velja:

3+2n 3 2 2 1
= ==+=->=>—=b,.

n? n? n n

Qn
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o o
Ker harmoni¢na vrsta ) b, divergira, divergira tudi dana vrsta > a,.
n=1 n=1

66. (4. izpit, 31.8.2015) Za zaporedje

"k 1 2 3 n
S, = — =t -t =4+ —, e N,
;3’6 3Tgtgrt T

z uporabo matematicne indukcije preverite, da velja formula

Sn:3”+1—2n—3
4.3"

in dolocite Se limito zaporedja (S, )nen-

Resitev: Dokazati je treba, da za vsak n € N velja

1+2+3+ +n_3”+1—2n—3
39 271 3n 430
Pri n = 1 se nasa trditev glasi % = 32;23_3. Ker je trditev pravilna, baza indukcije
stoji.
Predpostavimo, da za nek n = k (k > 1) velja
1+2+3+ +k_3k+1—2k—3
39 27 3 4.3
Pokazimo zdaj, da za n = k + 1 velja
1+2+3+ +k+/{+1_3’“*2—2(k—i—1)—3 (25)
39 271 3k 03kl 4. 3k+1
Vidimo, da za desno stran enakosti velja
32 —2(k+1)-3 B 32 2k -5
4 . 3k+1 o 4 . 3k+1
Na prvih k ¢lenih leve strani enakosti bomo uporabili indukcijsko predpostavko:
1_1_2+3+ +k+k—|—1 B 32k -3 k+1
39 271 3k gkt 4.3k 3kt
B 3(3F — 2k — 3) + 4(k + 1)
- 4-3k.3
322k —5
o 4 . 3k+1

107



Torej trditev drzi tudi za n = k 4+ 1. Zato trditev drzi za vsa naravna Stevila n.
Iskano limito izracunamo s pomocjo zgornjega rezultata:

_ . o3tl_2p-3  3-2_3 3
e A T

k _ 3

Opomba: Ker je lim S, = %, je vsota vrste Y, gk = 3.
n—oo
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11 Zveznost in limita funkcije

67. (2. kolokvij, 13.1.2014) Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija
2 z <0
l—ex
flx) =< a, x=0
bsin 2
1+;w—629~“’ x>0
povsod zvezna.
Resitev: Funkciji
2 ) bsin x?

1—ex i 1421 —e?®

sta zvezni za x > 0 oz. x < 0. Z izbiro parametrov a in b moramo zagotoviti Se
zveznost v tocki 0. Funkcija bo zvezna, ¢e bo v tocki 0

lim () = (0) = lim f(z).

Izracunajmo najprej levo limito:

lim f(x) = lim =2, sajje lim—=—-oc0 in lim e* =0.
ac/‘Of( ) a:/‘[)l_e% I z,/0 X T——00

Izracunajmo Se desno limito:

bsin 2 sin 2
li =lim———=blim —.
x{%f@) ;{% 142z —e2® x{% 1422z —e2®

Ko x ™\, 0, gresta stevec in imenovalec zadnjega ulomka proti 0. Dobili smo ne-
doloc¢enost oblike %, ki jo poskusimo odpraviti s pomocjo 1'Hospitalovega pravila:

bl sin x2 UH 2% COS T
im—————— "= plim ——.
aN\O 1 + 2 — e22 2\0 2 — e

Se enkrat smo dobili nedolo¢enost oblike %, ki jo poskusimo odpraviti s pomocjo
I’Hospitalovega pravila:

bli 2xcosx? yp i 2 cos 2 — 4x sin x? b
im———— = blim —
a\O0 2 — 2e2® 2\0 —4e2x 2
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Torej je li\‘rré flz) = —g. Iz vrednosti limit sledi, da bo funkcija povsod zvezna, ¢e
bo

2:@:——7

torej za a = 2 in b = —4.

68. (4. izpit, 1.9.2014) Dolocite parameter a tako, da bo funkcija

a, =0

zZvezna.

Resitev: Za x # 0 predpis dolo¢a zvezno funkcijo. Z izbiro parametra a moramo
zagotoviti Se zveznost v tocki 0. Funkcija bo torej zvezna, ce bo

lim f(z) = f(0) = a.

z—0

Izracunajmo limito
2
61‘
lim f(x) = lim

— cosdx
z—0 x—0 [E2 ’

Ko gre x — 0, gresta Stevec in imenovalec ulomka proti 0. Dobimo nedolocenost
oblike %, ki jo poskusimo odpraviti s pomocjo I’Hospitalovega pravila:

2 2 . .
.e¥ —cosdx yg.. 2ze®™ +4sindx . L2 2sindx
lim ——— = lim = lim ( ¥ +
x—0 ;L'2 x—0 23;‘ x—0 €x
. 2 . sindzx . sindzx
=lime” + 21lim =1+2lim
x—0 x—0 X x—0 X

V limiti imamo Se enkrat nedoloc¢enost oblike %, ki jo poskusimo odpraviti s pomocjo
I’Hospitalovega pravila:

sindz yg .. 4cosdx
im = lim =
=0 T z—0 1

Ker limita obstaja, nam I"Hospitalov izrek zagotavlja, da je lir% flx)y=142-4=09.
z—
Torej bo funkcija povsod zvezna, ¢e bo a = 9.

Opomba: Pri ra¢unanju limite bi lahko najprej uporabili 'Hospitalov izrek, potem

pa upostevali, da je
. sindzx . sindx
lim = 4 lim
z—=0 T z—0 dg

=4
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69. (2. kolokvij, 18.1.2016) Izracunajte limiti

1 —T
() lim e,

(b) lim x <e% - 1).

T—r00

Resitev:
(a) Ker imamo nedolo¢enost oblike oo - 0, limito prepisemo v

} _ .
lim ze ™™ = lim —
T—00 r—o00 €T

in dobimo nedolocenost oblike 2. Poskusimo jo odpraviti s pomocjo 'Hospitalovega

pravila:
. x e, 1
lim — = lim — =0.
z—o00 eT z—00 eT

Ker zadnja limita obstaja, nam I’'Hospitalov izrek zagotavlja, da je lim xe™ = 0.
T—00

(b) Ker imamo nedoloc¢enost oblike co - 0, limito prepisemo v

2
) 2 . ex—1
Iim z(ex —1) = lim T

T—00 T—00 E

in dobimo nedolo¢enost oblike %. Poskusimo jo odpraviti s pomocjo I’'Hospitalovega
pravila:

E3IN)

e% 1 VH e (—l> 2
. - . 2 . < .. .
lim — = lim ——="* =2 lim e* =2, saj je lim — =0.

L’Hospitalov izrek nam zagotavlja, da je lim x (e% — 1) = 2.
T—00

2
Opomba: Limito lim €%~ lahko izra¢unamo tudi hitreje s pomocjo nove spremen-

T—00 o
ljivke t = %:
er — 1 Y 2t —1 ppy 2e?
= lim =

. — 2.
T—00 p t\0 t 1
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70. (3. izpit, 13.6.2016) Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija

\/S%fl, —-1<x<0
f(z) =14 azr+0b, 0<z<1
arctan -1+, z>1

zvezna povsod na svojem definicijskem obmocju.

\/S%fl doloca zvezno funkcijo. Za 0 < x < 1
predpis ax + b tudi doloca zvezno funkcijo. Za x > 1 je predpis enak arctan ﬁ,

ki je prav tako zvezna funkcija. Z izbiro parametrov a in b moramo zagotoviti Se
zveznost v tocki 0 in tocki 1. Funkcija f(z) bo torej zvezna, ¢e bo

lm fz) = f(O)=b i lmf(a) = f(1) = atb

Resitev: Za —1 < x < 0 predpis

Levo limito v to¢ki 0 bomo izrac¢unali na dva nacina.

1. nac¢in
Ko z 0, gresta Stevec in imenovalec ulomka proti 0. Imamo nedolo¢enost oblike
8, ki jo poskusimo odpraviti s pomocjo I’Hospitalovega pravila:

2  ym.. 2cos2
lim f(2) = lim —et Iy, M:uim(\/xﬂcoszx):zx.

im
x 0 20/ +1—1 x /0 2\/% x 0
Ker zadnja limita obstaja, nam 'Hospitalov izrek zagotavlja, da je 11}1(1) f(z) =4.
2. nacin
Izraz racionaliziramo in uporabimo dejstvi, da je lir% % = liII(l) % = 2 in
T—> T—
1111[1)(\/95 +1+1)=2:
T—>
sin 2z , (Vx+1+1)sin2z . sin2z

lim f(z) = lim — =1 = 2lim =4.

= l1m
/0 e/0\/x+1—-1 20(r+1+1)(vVz+1-1) /0

Desna limita v tocki 1 je enaka

1 T
o F) — T acctan T s o i L
R e) = Jgaeton 527 =g e Ty =

Iz vrednosti limit sledi, da bo funkcija zvezna povsod na svojem definicijskem
obmocju, ¢e bob=41ina+0b= 7, torej a = 5 — 4.
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71. (2. kolokvij, 18.1.2017) Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija f(z)
povsod zvezna:

arctan ILH, r<—1
f(x) =< ar+0b, —-1<x2<0
\/xzsj—l;;—a:’ x>0

Resitev: Za x # —1 in x # 0 je funkcija zvezna. Z izbiro parametrov a in b moramo
zagotoviti Se zveznost v tockah —1 in 0. Funkcija bo torej zvezna povsod, ¢e bo

lim f@) = f(-) =—a+b i lmf() = f(0) =

Leva limita funkcije f(z) v tocki —1 je enaka

1; f( ) 1 ¢ X m EPORT
im f(x)= lim arctan = —, saj je lim = 00
x /-1 z,/'—1 q:—i—l 2 JJ :L‘/‘—lx—l—l
Desno limito funkcije f(z) v tocki 0 bomo izra¢unali na dva nacina.

1. nacin. Ko x ~\, 0, gresta Stevec in imenovalec ulomka proti 0. Imamo nedolocenost
oblike %, ki jo poskusimo odpraviti s pomocjo I’Hospitalovega pravila:

) / Ty
lim f(z) = lim . smy A lim o oosr li v

im =
2\0 oN\O 12 + 2 — N0 2\;%—1 N0 x4+ 1 — a2+ 2

ker je hH(l) cosx = 1. L’Hospitalov izrek nam zagotavlja, da je li{% f(z)=0.
r—r €T

0,

2. nacin. lIzraz racionaliziramo in uporabimo dejstvo, da je lim £ = 1:
Tr—r

0 T

) ) T
lim f(x) = hm—smx :hmsmx( Tt :17—|—x)

z\0 N0\ 22+ 20— z\,0 72+ 22 — 22
1 )
= —lim (Smx> (\/x2 +2x + x) =0.
2 2\ 0 T

Iz vrednosti limit sledi, da bo funkcija povsod zvezna, ¢e bo b = 0 in —a +b = Z,
torej a = —73.
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12 Odvod

72. (2. kolokvij, 13.1.2014) Skicirajte graf funkcije f: [0,1] — [1,2], za katero
velja naslednje:

(1) funkcija f je bijekcija;
(2) f'(x) > 0zavsex€|0,1];
(3) f"(x) <0 zavsex € [0,1].

Poiscite funkcijski predpis kake funkcije s temi lastnostmi.

Resitev: Bijektivnost funkcije f pomeni, da vsaka vodoravna premica y = a, kjer je
a € [1,2], seka graf funkcije f natanko v eni tocki. Pogoj f'(x) > 0 za vse z € [0, 1]
pomeni, da je za vsak z € (0,1) funkcija f v tocki x narascajoca (v primeru, ¢e
je f'(x) > 0) ali pa ima f v tocki x stacionarno tocko, ki ni lokalni ekstrem (v
primeru, ¢e je f'(z) = 0). Pogoj f"(z) < 0 za vse x € [0, 1] pa pomeni, da je za
vsak x € (0,1) funkcija f v tocki x konkavna (v primeru, ¢e je f”(x) < 0) ali pa je
tocka = kandidat za prevoj, ki ni prevoj (v primeru, ¢e je f”(z) = 0). Graf funkcije,
ki ima vse navedene lastnosti, je skiciran spodaj:

Ce zelimo poiskati konkretni predpis funkcije s temi lastnostmi, je najlazje, da vza-
memo premico, ki poteka skozi tocki (0,1) in (1,2): enacba te premice je y =z + 1.
Dana premica oc¢itno bijektivno preslika interval [0,1] v interval [1,2], funkcija
f(z) = x 4+ 1 je naraséajoca na (0,1), kar je razvidno iz grafa ali pa iz prvega
odvoda f'(x) = 1 > 0. Drugi odvod je f”(z) = 0, torej velja tudi f”(x) < 0 na
[0,1]. To, da je f”(x) = 0, nam namre¢ pove, da funkcija ni niti konveksna niti
konkavna in da je vsak z € (0,1) kandidat za prevoj, ki dejansko ni prevoj.
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Opomba: Seveda f(z) =z + 1 ni edina funkcija, ki zados¢a pogojem naloge. Drug
predpis funkcije, ki zadoS¢a pogojem naloge, je na primer f(r) = —z% + 2z + 1,
x € [0,1]. Graf te funkcije je lok parabole.

73. (2. kolokvij, 13.1.2014) Dan je funkeijski predpis

-1
f(x) = arctan ‘

z+1

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, zacetno vrednost, intervale monotonosti,
ekstreme, intervale konveksnosti in konkavnosti, prevoje dane funkcije.

narisite.

Resitev:

e Definicijsko obmocje: Ker je funkcija arctanz definirana za vse realne z, je
funkcija arctan % definirana povsod, kjer je definirana funkcija i—: Naravno
definicijsko obmocje zadnje funkcije so ocitno vsa realna stevila razen r = —1.

Torej Dy =R\ {—1}.
e Nicle: Resimo enacbo f(z) = 0. Ker je arctan 2+

1 = 0 natanko takrat, ko je

i—j& = 0, je edina nicla dane funkcije x = 1.
e Zacetna vrednost je f(0) = arctan(—1) = —7.

Sanje funkcije, ko x — oo in x — —o0:

1
1 _1
lim arctan = lim arctan T
T—00 T + T—00 + =

X

tanl = =
=arctanl = —,
4
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x—1 1—1
lim arctan = lim arctan T = arctanl = —
T——00 x+1 T——00 —+ < 4

Torej je premica y=7 Vodoravna asimptota dane funkcije tako za x — 00 kot

deﬁnlcljskega obmocja: ko se z priblizuje vrednosti —1 z leve ali z desne.
Poglejmo si najprej primer, ko z * —1. To pomeni dax—1 7 —2, torej
r—1<0,inz+1 70, torej v +1 < 0. Potem je 7— > 0. Ker gre imenovalec

rz—1 __
x 4+ 1 proti 0 in je Stevec omejen, je hm Lol 00. Potem je
. r—1 7
lim arctan = —.
z/—1 r+1 2

Poglejmo si sedaj Se primer, ko x ~\, —1. Tako kot prej vidimo, da x —1 \, —2,
torej x — 1 < 0, in = + 1 \ 0, torej z +1 > 0. (V tem se ta limita razlikuje

od prejsnje!) Potem je 2 < 0. Ker gre imenovalec x 4+ 1 proti 0 in je Stevec

omejen, je hm x—: = —oo Potem je
17

. T — T
lim arctan = ——.
zN\—1 x + 1 2

Opomba: Pri vseh stirih limitah bi si lahko pomagali tudi s skico grafa funkcije
z—1
Y=o

Iz skice odcitamo, da velja

.o —1 ) z—1 .o ox—1 . or—1
lim = lim =1, lim =o0, lim
z=o00 r+1 ao-c0 z 41 s -1+ 1 o\ — 1:p—1—1

= —OQ.

116



e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunamo odvod in poiStemo
stacionarne tocke:

g) — 1 l-(z+1)—(z—-1)-1
f( ) - 1+(;_;)2 (l’—l—l)Q
2 2 1

(r+1)2+(@x—12 222+2 a22+1

Stacionarne tocke so torej resitve enache I%H = 0. Ker ta enacba nima nobene
resitve, dana funkcija nima stacionarnih tock in zato tudi nima (lokalnih) eks-
tremov. Ker je f'(x) > 0 za vse x € Dy, funkcija f narasca povsod na svojem
definicijskem obmocju.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunamo drugi
odvod in poiS¢emo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funkcije:

P =0 = (a) = o

2?2 +1 2 +1)%

Torej f"(z) = 0 velja, kadar je z = 0. Ce je x > 0, je f”(z) < 0 in zato je
funkeija na intervalu (0,00) konkavna. Ce je z < 0, je f”(z) > 0 in zato je
funkcija na obmoé¢ju (—o0,0) \ {—1} konveksna. Tocka x = 0 je zato edini
prevoj dane funkcije.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo Se graf funkcije:
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Opomba (za zahtevnejse bralce): Graf dane funkcije se da narisati tudi na drugi
nacin: ko smo ugotovili, da je f'(x) = H%, lahko opazimo, da ima dana funkcija
isti odvod kot funkcija arctan z. Znano je, da ¢e imata dve funkciji isti odvod, potem
se na vsakem intervalu zveznosti obeh funkcij razlikujeta najvec za konstanto. Torej

na vsakem od dveh intervalov definicijskega obmocja funkcije f velja
f(z) —arctanz = A

za neko §tevilo A, ki ni nujno enako na obeh intervalih. Pois¢imo to Stevilo:

T
tan (arctan
x 4+

1~ arctan x) = tan A.

7 uporabo formule
tana — tanb
tan(a — b)) = ——
1+ tanatanbd
ter enakosti tan(arctan a) = a preoblikujemo levo stran izraza zgoraj:

rz—1
— 771 < —1-— 1
tan | arctan i — arctanz | = —*L — _ 2 x(m + ) = —1.
x+1 I+25 -2 z+1+ (-1

Torej je tan A = —1 in zato je A= —F + 7k, k € Z, iz Cesar sledi, da je
f(z) = arctanz — % + 7k.

Ce vstavimo v to enakost z = 0, dobimo
—r/4 = f(0) = arctan 0 — % + 7k,

iz cesar sledi, da je k = 0. Torej za x > —1 je f(x) = arctanz — 7. Ce v enakost
f(z) = arctanx — T 4 7wk vstavimo na primer x = —2, dobimo k£ = 1. Torej za
x < —1je f(x) = arctanx + %. Zato lahko graf dane funkcije narisemo tako, da
premaknemo levi del (kadar je x < —1) grafa funkcije arctan z za ?jf enot navzgor
in desni del (kadar je x > —1) grafa funkcije arctanz za 7§ enot navzdol.

74. (2. kolokvij, 19.1.2015) Dolocite konstanti « in 3 tako, da bo funkcija

f(:c):{ sin x, <

ar+ B, z>7

v tocki x = m odvedljiva.
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Resitev: Ce je funkcija odvedljiva v tocki, je v tej tocki zvezna. Dana funkcija bo
zvezna v tocki m, ¢e bo veljala enakost

lim f(x) = lim f(x) = f(n).

z ' N\
Ker je li}n f(z) = f(m) =sinm = 0, mora veljati Se
li\IJIl flz)=ar+p=0. (26)

Poleg zveznosti sta za odvedljivost funkcije v dani tocki potrebna Se obstoj in uje-
manje levega in desnega odvod funkcije v tej tocki. Levi odvod je enak

(Sinx)|p=r = COST|pey = cosT = —1.
Desni odvod pa je enak
(x4 B)|smr = Qlper = av.

Torej o« = —1. Ce vstavimo dobljeno vrednost a v pogoj , dobimo 8 = 7. Torej,
dana funkcija je odvedljiva v tocki 7, kadar velja « = —1 in § = 7.

75. (2. kolokvij, 19.1.2015) Dan je funkcijski predpis

f@) = e,

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, ekstreme, prevoje, intervale monotono-
sti, konveksnosti in konkavnosti funkcije. Raziscite obnasanje funkcije na

Resitev:

e Definicijsko obmocje: Ker je funkcija e” definirana za vse realne z, je funkcija
e+ definirana povsod, kjer je definirana funkcija 2’7:” Naravno definicijsko
obmocje zadnje funkcije so ocitno vsa realna Stevila razen stevila x = 0. Torej
Dy =R\ {0}.

e Nicle: Resimo enacho f(x) = 0. Ker je e* > 0 za vsak z € R, dana funkcija
nima nobene nicle.
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sanje funkcije, ko x — oo in x — —o0:

2
. 2—x . 5*1 _ 1
lime= = lime T =¢ ' ==,
T—r00 T—r00 (&
2
. 2-w . z-1 _ 1
lim ez = lim T =¢ =2,
T——00 r——00 e

Torej je premica y = % vodoravna asimptota dane funkcije tako za xr — oo kot

definicijskega obmocja: ko se x priblizuje vrednosti 0 z leve ali z desne.
Poglejmo si najprej primer, ko x 0. To pomeni, da —z N\ 0 in zato 2—x \ 2.
Torej gre stevec ulomka 2%” proti 2. Ker gre imenovalec x proti 0 z leve, je
lim 222 = —oo. Z upostevanjem dejstva, da je lim e® = 0, vidimo, da je

z0 % T——00

lim e% =0.
z,0

Poglejmo si sedaj Se primer, ko x 0. Podobno kot prej vidimo, da je —x 0
in zato je 2 — x 2. Torej gre stevec ulomka 2_796 proti 2. Ker gre imenovalec

x proti 0 z desne, je lim 2=% = co. Z upostevanjem dejstva, da je lim e* = oo,
N0 T T—00
vidimo, da je
2—x
lime = = oo0.
2\,0

Opomba: Pri vseh stirih limitah bi si lahko pomagali tudi s skico grafa racio-

nalne funkcije y = 2=% = % — 1
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Iz skice odcitamo, da velja

. 2—x . 2—x . 2—x . 2—x
lim = lim =—1, lim = —o0, lim
T—00 X T——00 X /0 X N\O0 X

= OQ.

e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunamo odvod in pois¢emo
stacionarne tocke:

ve —x—(2—1) —2e%

2 2

Ker je e > 0in 22 > 0 za vsak z € Dy, je f'(x) < 0 za vse © € Dy.
Torej funkcija f pada povsod na svojem definicijskem obmocju. Funkcija nima
stacionarnih tock in zato tudi nima (lokalnih) ekstremov.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunamo drugi
odvod in poiS¢emo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funkcije:

flay = =2

Ker je e >0 in x—14 > 0 za vsak x € Dy, je predznak f”(x) enak predznaku
izraza (z+1). Cejex < —1, je torej f(x) < 0 in zato je funkcija f na intervalu
(=00, —1) konkavna. Ce je x > —1, je torej f”(z) > 0 in zato je funkcija f
na obmocju (—1,0) U (0,00) konveksna. Edina resitev enacbe f”(z) = 0 je
x = —1, ki je edini prevoj dane funkcije. Vrednost funkcije v prevojni tocki je

1) =,
e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo Se graf funkcije:
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76. (3. izpit, 15.6.2015) Z uporabo 'Hospitalovega pravila izracunajte limito:

. tanx —sinzx
lim - .. .3
z—0 sin” x

Resitev: Limito bomo izrac¢unali na dva nacina.

1. nac¢in
Najprej dani izraz malo preuredimo: uporabimo enakost tanz = 2%
bljeni ulomek okrajsamo s sinx ter pomnozimo Stevec in imenovalec s cos x:

in nato do-

. sin x . 1
tanx — sinz _ cosw sin x e 1 _ 1 —cosz
sin® z sin® z sin’ z sin? z cos

Ko gre = proti 0, gresta Stevec in imenovalec izraza ﬁ proti 0, zato lahko
uporabimo 1’'Hospitalovo pravilo:

. tanx —sinzx . 1—cosz g .. sin x
lim —— = lim - = lim - 5 3
x—0 simn” x z—0 s1n“ xr cos & z—0 281N T cos? £ — sin

—
Ko dobjeni izraz pokrajsamo s sin x, dobimo, da je dana limita enaka

. sin x . 1 1
lim — 5 —— = lim 5 —5— ==
z—0 2sinx cos?x —sinx =0 2cos?x — sin“ x 2

saj je lim(2cos® x — sin®z) = 2.
z—0
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2. nacin
Ko x gre proti 0, gresta Stevec in imenovalec izraza
uporabimo 1’'Hospitalovo pravilo:

tanz— sm T
sin®

proti 0, zato lahko

. tanx —sinzx g — Ccosx
lim — .3 = lim 5 9 -
z—0 sin® x z—0 3sin“ x cos T

cos?

Ko pomnozimo §tevec in imenovalec zadnjega ulomka s cos? x, dobimo:

— COST 1 —cos®x
lim =lim ————
=0 3sin® xcosx  =—0 3sin’ xcosd &

cos? :1:

3

Ker je lim cos® x = 1, je zadnja limita, ce le obstaja, enaka

z—0

1 —cos®zx

lim —
=0 3sin“zx

Ko gre x proti 0, gresta Stevec in imenovalec zadnjega ulomka proti 0, zato lahko
spet uporabimo 1’Hospitalovo pravilo:
l—cos’s yg . —3cos’x-(—sinz) cosx 1

lim —5 = lim y —.
z—=0 3sin®x z—0 6sinx cosx =0 2 2

Opomba: Lahko pa izracun limite hm Lcos’x nadaljujemo tudi drugace.

03 sin? z cos3 x

1 cos® x
3sin’ z cos3 x

Ko z gre proti 0, gresta Stevec in 1menovalec izraza proti 0, zato lahko

uporabimo 'Hospitalovo pravilo:

3 2

. l—cos’x pu .. 3cos” rsinx
lim ——— = lim - 1 — PR
=0 3sin”x z—0 3(2sin z cos* x — 3sin”  cos? x)
Okrajsamo zadnji ulomek s 3 sin x cos? z in dobimo:
3cos? rsinx . 1
lim = lim

v—0 3(2sinz cos* x — 3sin® xcos?w)  +-02cos?x — 3sin’x

Ko gre z proti 0, gre imenovalec zadnjega ulomka proti 2 cos?0 — 3sin® 0 = 2, zato
gre ulomek proti limiti %

77. (2. kolokvij, 18.1.2016) Dolocite Taylorjev polinom T5(z;0) za funkcijo
f(z) = arctan x glede na tocko 0. Ocenite napako priblizka f(x) ~ Ty(x;0),
ki bo veljavna za |z| < 5
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Resitev: Uporabimo formulo

!/ 0 " O
TQ(JC;O) = f(()) + fl(‘ )l’ + fz(‘ >I2 + RQ(JJ; 0),
kjer je Ro(z;0) = fl;fg)x?’ za nek & med 0 in .
Odvajamo:
1 —2z
/ o " _
f(.’[') - 1+l’2’ f (l‘) (1"‘.’172)27

” —2(1+ 22 +22-2(1 +2%) -2 (1+2?)(—2—22% +82?) —2+ 622

fi(@) = 2)4 - 2)4 - 2)3 "
(1+2?%) (1+22) (1+ 2?)

Ker je f(0) =0, f/(0) =11in f"(0) =0, velja
1
T2($; O) =0+ ﬂ-% + 0+ RQ(.CE; O) =x+ RQ(.%'; O)
Napaka priblizka je enaka
—2468 5, —1+3¢8 4

61+ 31+

Ry(2;0) =

za nek ¢ med 0 in x.
Ocenimo napako priblizka, ¢e je || < 0.1. Ker je £ > 0, je 3(1 + £?)3 > 3 in
| — 1+ 3¢% <1—3¢ < 1. Z upostevanjem tega in |z| < 0.1 ocenimo
1438 4| |-1+3¢8, 5 1 5
—_— = < —=-0.1
sarep |~ sarep <3
kar je priblizno enako 0.00033.

a(as0)| - |

78. (2. izpit, 11.2.2016) Poiscite enacbo tangente na graf funkcije

(z) z+3

€Tr) =

=515

v tocki g = —1. V kateri tocki ta tangenta seka abscisno os? Ali Se kaksna

tangenta grafa funkcije g seka z-os v isti tocki?

Resitev: Naj bo y = kx 4+ n enacba tangente v tocki (—1,1). Potem je k = ¢'(—1).
Ker je

(32 +5) — 3(z + 3) 4 4

g'(x) - (337 + 5)2 = (3ZE + 5)27 je k= g,<_1) = T = —1.
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Torej ima tangenta enacbo y = —z + n. Ker gre tangenta skozi tocko (—1, 1), velja

1 = —(—1) +n, iz cesar sledi, da je n = 0. Torej je enacba tangente v tocki (—1,1)
enaka y = —z. Tangenta poteka skozi izhodisce in to je ravno presecisce z abscisno
0sJO.

Naj bo y = sz + t druga tangenta grafa funkcije g(z), ki poteka skozi tocko (0,0).
Potem je t = 0 in enacba tangente je y = sx. Dolo¢iti moramo s. Naj bo y = sz
tangenta na graf dane funkcije v tocki (a, g(a)). Potem veljata dva pogoja: s = ¢'(a)
in g(a) = sa. Ce upostevamo definicijo g(z) in izracunan izraz za ¢'(x), dobimo:
—4 . a+3
§=-———— in = sa.

(3a + 5)? 3a+5

Izraz za s iz prvega pogoja vstavimo v drugi pogoj in dobimo:

a+3 —4a
3a+5  (3a+5)?
—4a
3 = ———
o (3a+5)’
(a+3)(3a+5) = —4a,

3¢+ 18a+15 = 0.

Dobljena enacba ima dve resitvi a; = —1 in a; = —5. Tangento v tocki z absciso
—1 smo ze poiskali — to je premica y = —x. Druga resitev je a = —5 in zato je

s = = —2—15. Ugotovili smo, da ima tangenta na graf dane funkcije v tocki

—4
(—15+5)2
(=5,9(=b)) enatbo y = —zxx, torej gre skozi tocko (0,0), kot smo si zeleli. Ker
enacba 3a% 4 18a + 15 = 0 nima drugih resitev, razen a; = —1 in a; = —5, nobena

druga tangenta na graf dane funkcije ne gre skozi koordinatno izhodisce.

79. (2. izpit, 6.2.2017) Dan je funkcijski predpis

X

f(f):m-

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, prevoje,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije. Raziscite Se
obnasanje na robu definicijskega obmocja in narisite graf funkcije.

Resitev:

e Definicijsko obmocje: Ker je imenovalec vedno razlicen od 0, je Dy = R.
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e Nicle: Enacba f(z) = 0 ima samo eno resitev x = 0, ki je edina ni¢la dane
funkcije.

e Sodost/lihost: Ker je

(—2)2+ 12 (a2+1)

fl=x) = AL
je dana funkcija liha, kar pomeni, da je njen graf simetricen glede na koordi-
natno izhodisce.

i x , T I 1
m ——=|1mm -———=|1m —
v=oo (22 +1)2  emooxt + 22241 avcozd 42041

Ker je funkcija liha, je tudi lim f(x) = 0.
T—r—00

e Intervali monotonosti in ekstremi: Ker so stacionarne tocke reSitve enacbe
f'(z) = 0, izra¢unamo prvi odvod:

(22 +1)?—z-2(2x*+1)- 22 (22 +1)(2* +1—42?) 1 — 322

fw) = @+ 1) ST @at @ty

Vidimo, da ima dana funkcija f dve stacionarni tocki, ki sta resitvi enacbe
1—32% = 0. To sta tocki z; = —\/ig in xy = \/Lg Ko je x € (z1,x9) je f'(x) >0
in zato je funkcija na tem intervalu narascajoca. Ko je z < x; ali x > x,, je

f'(x) < 0 in zato je funkcija na tem obmoé¢ju padajoca. Vidimo, da je tocka

Ty = —\/Lg lokalni minimum in toc¢ka zo = \% lokalni maksimum. Vrednosti
funkcije v teh tockah sta f(x1) = _ﬁg in f(zy) = ﬁg'

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Za dolo¢anje prevojev in
intervalov konveksnosti in konkavnosti uporabimo drugi odvod:

() (1—393 ):—Gx(z +1)° —(1—=32%)-3(z*+1)*- 2z

@51 GRS
(22 4+ 1)?(—62% — 62 — (1 — 32%)6z)
(272 + 1)6
—62° — 62 — 6z + 182 12(a2® — 1)
(22 +1)4 - (224 1)4

Kerjea? —x =z(2?—1) =x2(x—1)(zr+1),s0 1y = —1,25 =0in z3 = 1
kandidati za prevoje. Ogledamo si intervale, na katerih ima f”(z) isti predznak.
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- Zaz € (—oo,—1) je f’(x) < 01in zato je f na tem intervalu konkavna.

- Zax € (—1,0) je f’(x) > 0 in zato je f na tem intervalu konveksna.

- Zaz € (0,1) je f(x) <0 in zato je f na tem intervalu konkavna.

- Zaz € (1,00) je f’(x) > 0 in zato je f na tem intervalu konveksna.
Tore ima funkcija f v tockah 1 = —1,29 = 0 in 23 = 1 prevoje. Vrednosti
funkcije v teh totkah so f(—1) = —1, f(0) =0 in f(1) = 1.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo Se graf funkcije:
)
_9
16v3 | /0
[
1

_ 1
V3
t t t t T t t t xXr
—1 I
Lo V3
I I
I I
| |
o
| | 1
,,r 1731
! __9
] 16v3

Opomba: Ker je funkcija f liha, bi lahko racunali stacionarne tocke, intervale mo-
notonosti, prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti le za x > 0 ter skicirali
graf funkcije f za x > 0. Zaradi lihosti funkcije f, je del grafa funkcije f za x < 0
dolocen z delom grafa funkcije f za > 0 (ta del grafa moramo prezrcaliti preko ko-
ordinatnega izhodisca). Iz celotnega grafa bi dobili podatke o ekstremih, intervalih
naraScanja in padanja, prevojih ter intervalih konveksnosti in konkavnosti funkcije
f tudi za z < 0.

80. (3. izpit, 13.6.2017) Dolocite definicijsko obmocje realne funkcije, podane
s predpisom f(z) = arcsiny/1 — z2. Ali je funkcija soda ali liha ali ni¢ od
tega? Poiscite njene nicle, intervale narascanja in padanja, konveksnosti in
konkavnosti ter skicirajte njen graf. V katerih tockah definicijskega obmocja
prvi in drugi odvod funkcije ne obstajata?

127



Resitev:

e Definicijsko obmocje: Ker nastopa izraz 1—2? pod znakom kvadratnega korena,
mora biti
1—2?>0. (27)

7 upostevanjem definicijskega obmocja funkcije arcsin z, imamo Se dvojno ne-

enakost:
—1<v1—-22<1. (28)

Neenacho lahko zapisemo kot (1 —x)(1 4 x) > 0, katere resitev je interval
[—1,1].

Ker je /1 —22 > 0 > —1, neenakost v/1 — 22 > —1 velja za vsak z, za ka-
terega je v/1 — 22 definiran. ReSimo Se neenacbo /1 — 22 < 1. Ker sta obe
strani te neenacbe pozitivni, neenacbo lahko kvadriramo in dobimo ekvivalen-
tno neenacbo 1 — 22 < 1. Zadnja neenacba se poenostavi v 22 > 0, ki velja za
vsak x € R. Definicijsko obmocje dane funkcije je presek resitev obravnavanih
neenach in ([28), torej interval Dy = [—1,1].

e Nicle: Enacba arcsin v/1 — 22 = 0 je ekvivalentna enacbi /1 —22 = 0. Ce
zadnjo enacbo kvadriramo, dobimo 1 — z? = 0, torej je 7y = —1 in zy = 1.
Obe dobljeni resitvi lezita v definicijskem obmoc¢ju dane funkcije in sta zato
nicli dane funkcije.

e Sodost/lihost: Ker je

f(=z) = arcsiny/1 — (—x)? = arcsin V1 — 22 = f(x),

je dana funkcija soda, kar pomeni, da je njen graf simetricen glede na os y.

e Obnasanje funkcije na krajiscéih definicijskega obmocja: Ker je f(—1) = f(1) =
0, je zaradi zveznosti tudi

lim f(x) = f(=1) =0 in lim f(z) = (1) =0.

e Intervali monotonosti in ekstremi: Ker so stacionarne tocke reSitve enacbe
f'(x) =0, izra¢unamo prvi odvod:
1 1

fl@) = \/1—(1—952)'2\/1—3;2'(_2@:_

1 T
Va2 V1 —a?

x
ClalVI—a2? { A= r€(-10).
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Dobljeni izraz za odvod ni definiran za x = 0. Zato je odvod v tocki 0 treba
izracunati po definiciji. Desni odvod je enak

h) - inyV1—h2—T
7.(0) = tim L =SO) _ , aresin VI-P -3
P h N0 h

Za racunanje zadnje limite lahko uporabimo L’Hospitalovo pravilo in dobimo
(z upostevanjem, da je h > 0)

! T v1—h
f+<0) = }111{‘% 1
Podobno (ali na podlagi sodosti) imamo f”(0) = 1. Ker f%(0) # f’(0), funk-
cija f tocki 0 ni odvedljiva.
Za z € (—1,0), je f'(xz) > 0 in zato je funkcija na tem intervalu narascajoca.
Za x € (0,1) je f'(x) < 0 in zato je funkcija na tem intervalu padajoca.

Vidimo, da je v tocki x = 0 lokalni maksimum. Vrednost funkcije v tej tocki

je f(0) = arcsinl = 7.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti: Za dolocanje intervalov konveksnosti in
konkavnosti uporabimo drugi odvod. Izra¢unajmo f”(x) za x € (—1,0):

o = oy = (=) = (-t

= —% (11— acQ)fg (—2z) = °

Ker je na intervalu (—1,0) Stevec zadnjega ulomka negativen in imenovalec
pozitiven, je f”(x) < 0 na (—1,0) in zato je na intervalu (—1,0) funkcija f
konkavna. Podobno (ali z upostevanjem sodosti) se prepricamo, da je f”(z) < 0
tudi na (0, 1) in zato je na intervalu (—1,0) funkcija f konkavna. Torej, tocka
x = 0 (v kateri prvi odvod, in zato tudi drugi odvod, ne obstajata) ni prevojna
tocka.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:
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13 Integral

81. (2. kolokvij, 13.1.2014) Izrac¢unajte

1

/(1 + e¥)Vex — 1du.

0

Resitev: V integral uvedemo novo spremenljivko ¢t = v/e2* — 1 oz. t? = €2* — 1, torej

tdt tdt
2 dt =2e**dr oz, dr=-— = ——.
er 241

Zaradi uvedbe nove spremenljivke moramo ustrezno spremeniti tudi meje integrala.

1 Ve2—1

2+ 2)t?
I= /(1 +e* e — 1dr = / %dt.
0 0
Pod integralskim znakom smo dobili racionalno funkcijo. Ker je stopnja polinoma v

Stevcu vecja od stopnje polinoma v imenovalcu, Stevec najprej delimo z imenovalcem:

-1
4 22:2 1:2 1
(_;ﬁj)(t+) 1+ 5y
t2
—t* -1

—1
in izracunamo

e?—1

1 3
I = / <t2+1—t2+1) dt:<§+t—arctant)
0

3
VeZ—1
= % +ve?2 —1—arctanve? — 1.

e2—1

0

Opomba: Namesto nove spremenljivke ¢ = +/e?* — 1 bi lahko uvedli tudi novo
spremenljivko t = e?* — 1 ali pa t = e**, vendar bi potem morali uvesti $e eno
novo spremenljivko in sicer z = v/t oz. z = /t — 1.
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82. (2. izpit, 11.2.2016) Izracunajte ploscino lika, ki je omejen z osjo = in grafom
funkcije
f(z) = 2° cos z°

ter vsebuje tocko (1, 7).

Resitev: Pri racunanju ploscine lika obicajno potrebujemo dobro skico. Ker bi
risanje dobre skice grafa funkcija f(x) zahtevalo kar nekaj dela, bomo doloéili samo
nicle funkcije in s pomocjo prve koordinate tocke (1, %) doloc¢i meje integrala. Poleg
xo = 0 so nicle tudi resitve enacbe cosx? = 0, torej x+), = +/5 + (k= 1)7, kjer je
keN. Kerjexyg=0<1<,/5 == in f(z) > 0 na intervalu (0, /%), je ploscina

lika
L= {(x,y) eR*0<z< \/g,oﬁyﬁf(x)}

2

enaka

3

p(L) = [ 2%cosz?®du.

o\

V integral uvedemo novo spremenljivko t = 22, torej dt = 2z dx. Potem je

dt
2% cos2? dr = 2*(cos 2?) x dx = t cost OR

Zaradi uvedbe nove spremenljivke moramo ustrezno spremeniti tudi meje integrala.
Dobljeni integral potem izracunamo z metodo integracije po delih, kjer izberemo
u =tin dv = costdt, torej du = dt in v = sint.

™

bl bl
1 jus
p(lL) = /tCSStdt: §<(tsint) 02 —/sintdt)

0 0

1 7T+ t% 1<7r 1) T —2
= — | =+4-cos =—(=— = )
2\ 2 0 2 \2 4

83. (1. izpit, 23.1.2017) Izracunajte plos¢ino lika, omejenega s krivuljami

2
y=—y=ax+1,y=0inz = 3.
7
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Resitev: Najprej pois¢imo presecisca grafov y = % iny = z+1. Ce enacho % =z+1
pomnozimo z x in uredimo, dobimo enacbo (z +2)(x — 1) = 0. Zdaj lahko narisemo
dobro skico.

Iz skice razberemo, da je ploscina lika enaka

1 3
9 2 1 3
p(L) = /(m+1)dx+/—dm:<x—+m) + 21In |z|
x 2 1 1
- 1
1 1
— S+1-5+1+23-In1)=2+2In3=2(1+3).

84. (2. izpit, 6.2.2017) Izracunajte

(a) / ﬁ dz, (b) 701’6290 dz.

Resitev:

(a) V integral uvedemo novo spremenljivko t = 22 + 1, torej dt = 2z dz.

1
/($2+1 l‘—/2—1€2dt ——+C_—m+c
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(b) Izra¢unati moramo posploseni integral. Najprej z metodo integracije po delih
izracunamo nedoloceni integral, kjer izberemo u = x in dv = e~%* dx, torej du = dx

6—235

maov=— 5 -

—2x 1 —2x —2x 2 1 —2x
/m_%dx:_er +5/‘9_2%62_%2 - +C:_%+C‘

oo
Posploseni integral [ ze™** dz konvergira, ¢e obstaja
0

b
21 + 1)e22\ |°
lim [ ze **dz = lim (—&>

b—o0 b—o0 4 0
[+ 1)e? 1 1 2b4+1 1
= —lm|(———-] =—=lim -
b—o00 4 4 4 bsoo  e2b 4

Ko gre b — oo, gresta gresta Stevec in imenovalec ulomka 22;;1 proti co. Imamo

nedolocenost oblike 22, ki jo poskusimo odpraviti z uporabo I’'Hospitalovega pravila:

I 2b—|—111{ I 2 _ 0
bose €2 phee e

Torej je [xe ™ dx = ;.
0

85. (3. izpit, 13.6.2017) Izracunajte ploscino lika, ki ga oklepajo abscisna os, graf
funkcije f(x) = Inz ter tista tangenta na graf f(z), ki poteka skozi tocko

(e,1).

Resitev: Najprej pois¢imo enacbo tangente na graf v tocki (e, 1). Naklonski koefi-

cient k tangente y = kx + n je enak vrednosti odvoda funkcije f'(z) = L v tocki e,

Tz

torej k = . Ker tocka (e, 1) lezi na tangenti, velja 1 =ke+n=1-e4+n=1+n,
torej n = 0. Enacba tangente je tako y = Z.
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8

Iz skice razberemo, da lahko ploscino lika izra¢unamo na dva nacina:

1 e e

p(L):/gdx+/<§—1nx) dr ali p(L) = —/lnxdx.

0

V drugem nacinu od ploscine trikotnika z oglisci (0, 0), (e, 0) in (e, 1), ki je enaka £,
odstejemo ploséino krivoértnega obmocja z ogliséi (1,0), (e, 0) in (e, 1). Uporabimo
drugi nacin, ker zahteva manj ra¢unanja. Integral izracunamo z metodo integracije
po delih, kjer izberemo u = Inx in dv = dx, torej du = %dz inv=ux.

e € e
—(2mz| — [de)=2—[e-
(QJHQJl /I) B (6 X
1

N ®

p(L) =

N ®
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14 Odvod in integral

86. (1. izpit, 23.1.2014) Dan je funkcijski predpis

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, obnasanje na robu definicijskega

(b) Izracunajte [ f(x)dz.

(¢) Dolocite ploscino lika L, ki ga omejujejo graf funkeije, tangenta v tocki

f(2) = (n)?.

obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, konveksnosti in kon-
kavnosti funkcije f ter narisite graf funkcije.

(e,1) in abscisna os.

Resitev:

(a)

Definicijsko obmocje: Ker je funkcija Inz definirana na intervalu (0, c0),
je tudi funkcija f(z) = (Inz)? definirana na intervalu (0, c0).

Nicle: Regimo enacbo f(z) = 0. Ker je (Inz)? = 0 natanko takrat, ko je
Inxz = 0, je edina nicla dane funkcije z = 1.

obnasanje funkcije, ko z — oco. Ker je lim Inx = oo, je lim (Inz)? = co.
T—00 T—00

Dolo¢imo Se obnasanje funkcije, ko x N\, 0. Ker je i{%lnx = —o0, je
lim(In z)? = oco.

N0

Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke: f/(z) = 2Inz - (1) = 222 Stacionarne totke so torej
reSitve enacbe 21% = (0. Ker ima enacba samo resitev z = 1, ima funkcija
eno samo stacionarno tocko. Funkcija je definirana samo za pozitivna
Stevila, zato o predznaku odvoda odlo¢a predznak funkcije Inx. Ker je
f'(x) <0 zavsez € (0,1), funkcija f pada na intervalu (0, 1) in raste na
intervalu (1, 00). Torej ima v toc¢ki = = 1 globalni minimum.

Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-

cije:
2Inz\’ %-x—lnx 2(1 —Inx)
fl/(x) — ( - ) — 2 ( 12 ) = 12 .
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(b)

Torej f”(z) = 0 velja, kadar je 1 —Inz = 0. Enacba ima eno samo resitev
x = e. Ker je neenacha a > b ekvivalentna neenacbi Ina > Inb, za x > e
velja Inz > 1. Torej na intervalu (e, 00) velja f”(x) < 0 in zato je funkcija
konkavna. Ce je 0 < z < e, je f”(x) > 0 in zato je funkcija na obmocju
(0, €) konveksna. Tocka x = e je zato edini prevoj dane funkcije.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:
Y

Integral izratunamo z metodo integracije po delih, kjer izberemo u = (Inxz)?
in dv = dx, torej du = 21%dag inv=ux.

21
]:/(lna:)Qda::x(lnx)Q—/ ne -mda::x(lna:)Q—Q/lna:dx.

X

Za izracun integrala [ Inz dx Se enkrat uporabimo metodo integracije po delih,
kjer izberemo u = Inx in dv = dz, torej du = %d:v inv=ux.

[ = x(lnx)Q—Z(a:lnx—/%~xdx) :x(lnx)Q—Z(xln:c—/da:)

= x(lnx)Q—2xln$+2/dx:w(lnx)z—Q:Uln:U—i—Qx—l—C.

Najprej pois¢imo enacbo tangente na graf v tocki (e, 1). Naklonski koeficient k
tangente y = kx + n je enak vrednosti odvoda funkcije f'(x) = 21% v tocki e,
torej k = % Ker tocka (e, 1) lezi na tangenti, velja 1 = ke+n = %-e+n =2+n,
torej n = —1. Enacba tangente je tako y = %x — 1. Skicirajmo Se graf funkcije

in tangente ter osencimo lik L:
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OfF-=-=-====-

I

N

y:%x—l

Iz skice razberemo, da lahko plosc¢ino lika izracunamo na dva nacina:

3

0) = fowspass [ (tnap - (20-1)) s

2

ali
€

p(L) = [(napde -5,
1
kjer je ¢ ploscina trikotnika z oglisci (5,0), (e,0) in (e,1). Uporabimo drugi
nacin, saj smo v tocki (b) nedoloceni integral ze izrac¢unali:

e

p(L) = /(lnx)2 dz — Z - (:U(ln o) —2zlng + 29;)

e

1

€
= (e—2+2)—2—-="_29
(e —2e+ 2e) 1 1
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87. (2. izpit, 7.2.2014) Dan je funkcijski predpis
f(z) = (2 + 1)~

(a) Dolocite definicijsko obmocéje, nicle, zacetno vrednost, obnasanje na
robu definicijskega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti,
konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte [ f(x)dz.

0
(¢) Izracunajte I = [ f(z)dx. KakSen je geometrijski pomen Stevila 17

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocje: Ker sta funkciji 22 + 1 in ¢” definirani za vse realne
z,je Dy = R.
e Nicle: Resimo enacbo f(z) = 0. Ker je z2+1 > 0in e® > 0 za vsak r € R,
dana funkcija nima nobene nicle.
e Zacetna vrednost je f(0) = 1.

gre 22 +1 — 00 in e® — o0, torej

lim (22 + 1)e* = oo.

Tr—00
Ko gre x — —o0, gre 22 + 1 — oo in e — 0. Torej imamo nedolo¢enost
oblike oo -0, ki jo prepisemo v nedolocenost oblike 22, da lahko uporabimo
I’Hospitalovo pravilo:

o
\o]
8

2
. oot + 1w
lim (2 +1)e” = lim lim
T——00 z——o0 e 7 z——o0 —e~ % z——oc0 e~ %

e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

fl(x) = 2ze” + (22 + 1)e” = (20 + 2° + 1)e” = (z + 1)%e".

Ker je (x +1)> > 0in e¢® > 0 za vsak € R, je f'(z) > 0 za vse x € Dy.
Ker je f'(xz) = 0 samo v tocki x = —1, funkcija f raste povsod na svojem
definicijskem obmocju. Funkcija ima stacionarno tocko v x = —1, vendar
je v njej prevoj.
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e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

f(x)=2x+1)e" + (x+1)%" = (2 +1)(2+ 2+ 1)e” = (z+ 1)(z + 3)e”.

Ker je €* > 0 za x € Dy, je predznak f”(x) enak predznaku izraza (z +
D(z+3). Ceje =3 <z < —1, je torej /() < 0 in zato je funkcija f
na intervalu (—3, —1) konkavna. Ce je < —3 ali z > —1, je f"(x) > 0
in zato je funkcija f na obmocju (—oo, —3) U (—1, 00) konveksna. Resitvi
enacbe f”(z) = 0 sta tocki x = —3 in « = —1, ki sta prevoja funkcije.
Vrednosti funkcije v prevojnih tockah sta f(—3) = 10e™2 in f(—1) = 2e™".
e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo Se graf funkcije:
Y

2¢ 1
10e~3

1

(b) Integral izracunamo z metodo integracije po delih, kjer izberemo u = 2+ 1 in
dv = e*dx, torej du = 2x dx in v = e”.

A= /(332 +1)e* dr = (2% + 1)e* — /Qwex dr = (2* +1)e” — 2/3:63” dx.

Za izracun integrala [ ze® dz Se enkrat uporabimo metodo integracije po delih,
kjer izberemo u = x in dv = e*dx, torej du = dx in v = e”.

A = (2 +1)e" -2 (xex — /ex dx) = (2® + 1)e" — 2(xe” — %) + O

= (@ +1-20+2)e"+C = (220 +3)e" +C.
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()

0
Posploseni integral [ (z* 4 1)e” da konvergira, ¢e obstaja

0
[ = lim [(+1)ede= lim (2° -2z +3)e"|

0
a——00 a——00 a
a

= lim 3—(a®*—2a+3)e") =3 — lim (a® — 2a + 3)e"

a——00 a—r—00

Ko gre a — —oo0, gre a> — 2a + 3 — o0 in e* — 0, torej imamo nedolo¢enost

oblike oo - 0, ki jo prepisemo v nedolocenost oblike 22, da lahko uporabimo

I’Hospitalovo pravilo.
a2—2a+31vH . 20 — 2 p . 2

lim (a® —2a+3)e” = lim —————— = lim
a——00 a——00 e @ a——0c0 —e

Torej je I = 3.
Stevilo I je enako ploséini lika L, ki ga omejujejo negativna os z, graf funkcije
fzax <0in os y. Lik L je na sliki osencen.

88.

(3. izpit, 9.6.2014) Dan je funkcijski predpis
f(x) =av4 — 22

(a) Dolocite definicijsko obmogje, nicle, sodost oz. lihost, ekstreme, pre-
voje, intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter
narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploséino lika, ki ga omejujeta graf funkcije in pozitivna
abscisna os.

Resitev:

(a)

e Definicijsko obmoéje: Ker izraz 4 — 2% nastopa pod znakom kvadratnega
korena, mora biti 4—x? > 0. Neenacbo lahko prepisemo v (2—z)(2+x) > 0,
katere resitev je interval [—2,2], torej Dy = [-2,2].

e Nicle: Resimo enacbo f(x) = 0. Dana funkcija ima tri nicle: x; = 0,
Ty = —21in 3 = 2.

e Sodost/lihost: Ker je

(=) = () T= (2P = VT =22 = —f(z).

je funkcija liha.
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e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprejizracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

flz) = Mm(%/%)zﬁ—ﬁ

4—a2? -2 2(2-27

Vi—2  Vi-a2

Ker je V4 — 22 > 0 na (—2,2), ima f’(z) enak predznak kot izraz 2 — z?,
Torej bo f'(x) > 0, ¢e bo 2 — 2> > 0. Zadnjo neenacbo prepiSemo v
(V2 —2)(v/2+x) > 0, katere resitev je interval (—v/2,v/2). Torej funkcija
f raste na intervalu (—+/2,1/2) in pada na obmoécju (-2, —v/2) U (v/2, 2).
Funkcija ima dve stacionarni tocki x; = —v/2, f(z1) = —2, v kateri je
globalni minimum, in zy = v/2, f(x3) = 2, v kateri je globalni maksimum.

2

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

') = -2

X 7I2 II27
B , 2z(4 \/4)irx2( 2) L (x(8—2$2+$2—2>)
4—a? (4 — 22)\/4 — 2

—22(6 — %)
(4 — 22)V4 — 22

Ker so izrazi 6 — 22, 4 — 22 in v/4 — 22 na intervalu (—2,2) pozitivni, je
predznak f”(z) odvisen od predznaka 2. Ce je x > 0, je f”(z) < 0 in zato
je funkcija f na intervalu (0, 2) konkavna. Ce je z < 0, je f”(x) > 0 in zato
je funkcija f na intervalu (—2,0) konveksna. Resitev enacbe f”(x) = 0 za
x € (—2,2) je tocka = = 0, ki je prevojna tocka.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo Se graf funkcije:
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ffffffff -2

Opomba: Ker je funkcija f liha, bi lahko rac¢unali stacionarne tocke, intervale
monotonosti, prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti ter narisali graf
funkcijele le za x > 0. Zaradi lihosti funkcije f je del grafa funkcije f za x < 0
dolo¢en z delom grafa funkcije f za x > 0 (ta del grafa moramo prezrcaliti
preko koordinatnega izhodisca). Iz celotnega grafa bi dobili podatke o ekstre-
mih, intervalih narasc¢anja in padanja, prevojih ter intervalih konveksnosti in
konkavnosti funkcije f tudi za z < 0.

(b) Ploscina lika L, ki ga omejujeta graf funkcije in pozitivna abscisna os je enaka
2
p(L) = /$\/4 — z2dx.
0

V integral uvedemo novo spremenljivko t = /4 — 22 oz. t? = 4 — 22, torej
2tdt = —2xdxr oz. xdr = —tdt.

Zaradi uvedbe nove spremenljivke moramo ustrezno spremeniti tudi meje in-
tegrala. Torej

2

0 t3
p(L):—/tzdt:/t2dt:§
2

0

2 93 g
s, 3 3
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89. (4. izpit, 1.9.2014) Dan je funkcijski predpis

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, asimptoto, ekstreme, intervale mo-

(b) Izracunajte [ f(x)dx.

0
(¢) Izracunajte I = [ f(z)dx. KakSen je geometrijski pomen stevila I?
.

I—I'Q

241

fz) =

notonosti in narisite graf funkcije.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocje: Ker je f racionalna funkcija in je njen imenovalec

22 +1>0zavsak x € R, je Dy =R.
Nicle: Re§imo enacbo f(z) = 0. Nicli funkcije sta resitvi enacbe z—a? = 0.
Torej ima f dve nicli, x;1 = 0 in x5 = 1.

funkcija lahko z deljenjem Stevca in imenovalca dolo¢imo njeno asimptoto:

1
(—a?+a): (2 +1) = —1+ 21— (29)
x? +1 z*+1
z+1
Torej ima f vodoravno asimptoto y = —1. Ker ima ostanek ;”2111 niclo v
x = —1, graf funkcije seka asimptoto v tocki (—1,—1).

Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

(1—2x)(2?+1) — (v — 2%)2x

/ J—
f(l’) - <$2+1)2
x°+1—22° — 20 — 22° + 2%
241 —223—-2 212 + 223
- (22 + 172
o —a?=2r+1
B (22 +1)2

Ker je (22 +1)? > 0 za vsak x € R, je predznak odvoda enak predznaku
izraza —x2 — 2x + 1. Enacba —22 —2x+1=01imanicliz; = -1 —v2 in
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Ty = —1 + /2. Neenacbo f'(x) > 0 lahko prepisemo v neenacho
—(+14+V2)(z+1-V2) >0,

katere resitev je interval (—1 — /2, —1 4 v/2). Torej funkcija f raste na
intervalu (—1—+/2, —14+/2) in pada na obmocju (—oo, —1 —+/2)U(—1

V/2,00). Funkcija ima dve stacionarni tocki 2, = —1—+/2, f(x1) = =15 f
f 1

v kateri je globalni minimum, in 2, = —1 + /2, f(x3) =
globalni maksimum.

v ka terl je

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:

(b) Pri racunanju integrala I = [ f(z)dx najprej upoStevamo, da je f racionalna
funkcija, katere stopnja Stevca in imenovalca sta enaki. Zato najprej Stevec
delimo z imenovalcem, kar smo ze izracunali v . Izracunajmo:

x — z? r+1
/f(x)dx = /$2+1dl‘—/(—1+$2+1> dx
dx
- /w+/2+1 / 241

= —x—i—/ 5 dx + arctan x.
2 +1
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V integral [ = dx uvedemo novo spremenljivko ¢ = 2% + 1, torej

241
dt = 2xdx oz. mdx:%.
Dobimo
T 1 [dt 1 1
dr== [ = =-Int+C = =-In(z?+1 C.
/xQ—i—lIQ p gt C=ghG )+
Torej je

/f(x) de = —x + %ln(xQ + 1) + arctanz + C. (30)

(c¢) Ker smo v tocki (b) ze izracunali nedoloceni integral (30]), moramo za izra¢un
dolocenega integrala samo Se vstaviti meje

0

0
1
I = /f(x) dr = (—x +3 In(x? + 1) + arctan x)
21

-1

1
= 0— (1 + 3 In2+ arctan(—l))

1 s T—2In2 -4
= - -2+ =172
5 mEt A

Stevilo I je enako negativno predznaceni ploséini lika D, ki je oznacen na sliki.

90. (1. izpit, 29.1.2015) Dan je funkcijski predpis f(z) = z*vx + 1.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, obnasanje funkcije na robu defini-
cijskega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, konveksno-
sti in konkavnosti funkcije f ter narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploséino omejenega lika D, ki ga dolocata graf funkcije f in
abscisna os.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocje: Ker izraz x + 1 nastopa pod znakom kvadratnega

korena, mora biti z + 1 > 0. Torej je Dy = [—1,00).
e Nicle: Ko resimo enacbo f(z) = 0, dobimo nicle dane funkcije: z; = —1
in To3 = 0.
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ima dana funkcija niclo, zato moramo samo Se doloc¢iti obnasanje funkcije,

ko x — oc:
lim 22vz + 1 = oo.

T—00
Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

1 4a(z + 1) + 22
() = 2avo+1+a*: =
/(@) Ve g 2vx +1 2Vx +1
502 +4x  x(bx+4)

20/r+1 2z +1°

Kerjevx + 1> 0na(—1,00), ima f'(z) enak predznak kot izraz z(5x+4).
Torej bo f'(x) > 0, ¢e bo x(5x +4) > 0. Ker je resitev neenacbe enaka
(—00, —2)U(0, 00), funkcija f na (—oo, —2)U(0, co) raste in pada na inter-

5 5
valu (—%,0). Funkcija ima dve stacionarni tocki z = —1, f(—1) = %g’

kateri je lokalni maksimum, in f(0) = 0, v kateri je lokalni minimum.

Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

(102 +4)2vz + 1 — (522 + 42) - o=
4(z+1)
(10x + 4)2(x + 1) — (5z? + 4x)
Az +1)Vr+1

20x2+28x+8—5x2—4x_ 1522 + 242 + 8

x4+ 1)/ +1 dr+1)Vz+1

Ker je izraz (z 4+ 1)v/x + 1 na intervalu (—1,00) pozitiven, je predznak
f"(x) odvisen od predznaka izraza 152*+242+8. Enacba 1522+24x+8 = 0
ima nicli z; = %6 in xo = %@. Neenacbo f”(z) > 0 lahko
prepisemo v neenacbo

—12 - 26 —12 + 26 -
v 15 o 15 )

fz) =

katere resitev je obmocje <—oo, %) U (%é,oo) Ker interval

(—w,%) ni vsebovan v Dy, je funkcija konveksna na intervalu
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(%ﬁ, o0). Ker velja

—12-2V6 —12+ 26 12426
( f, +f>me:<_1’ +\/_)7

15 15 15

je funkeija konkavna na intervalu (—1, 1Z£2v6),
Funkcija ima prevojno tocko v o = %@.
e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:
Yy

4 —1242v6 1
5 15

(b) Ploséina omejenega lika D, ki ga dolocata graf funkcije in negativna abscisna
os je enaka

p(D) = /0 2*Vz + Ldz.

V integral uvedemo novo spremenljivko t = o +1 oz. t?2 = z + 1, torej

2tdt = dz in x = t?> — 1. Zaradi uvedbe nove spremenljivke moramo ustrezno
spremeniti tudi meje integrala. Torej

1 1
Y16

o2 BN\
o 105

p(D) :2/t2(t2—1)2dt22/(t6—2t4+t2)dt:2 (?_?+ 5

0 0
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91. (2. izpit, 12.2.2015) Za funkcijo f(z) = (x — 1)%e”

(a) dolocite najvecjo in najmanjso vrednost na intervalu [—2, 2] in tocki, v
katerih sta dosezeni;

2
(b) izracunajte [ f(z)dz in utemeljite, ali je vrednost integrala enaka
0
ploscini lika, ki ga graf funkcije f oklepa z osjo = na intervalu [0, 2].

Resitev:

(a)

Ker je dana funkcija f zvezna in odvedljiva na R = Dy, funkcija na zaprtem
intervalu [—2, 2] doseze najvecjo in najmanjso vrednost bodisi na robu intervala
bodisi v stacionarnih tockah funkcije f, ki lezijo v (—2,2).

[zracunajmo najprej vrednosti funkcije v robnih tockah x, = —2 in z, = 2;

flaa) = f(=2) = (-2—- 1)’ " =9e 7,

fla) = f(2) =(2-1)% =¢".

Poiscimo Se stacionarne tocke funkcije. Najprej izracunajmo odvod:
flx)=2(x—1)e"+(z - 12" =(x—1)e"2+2—1) = (z+ 1)(x — 1)e".

Ker je f'(x) =0 v x; = —1 in 25 = 1, sta z; in x5 stacionarni tocki funkcije
f. Ker obe stacionarni tocki lezita v notranjosti intervala [—2,2], sta obe
kandidata za tocko, kjer funkcija zavzame najvecjo oz. najmanjSo vrednost.
Zato izracunajmo Se vrednosti v obeh:

fla) =f(=1) =(-1-1)%" =de™" in f(zz) = f(1) = (~1+1)%" =0.

Najmanjso in najvecjo vrednost dolo¢imo s primerjavo vrednosti v tockah z,,
xr1, To in xp. Ker so vse vrednosti nenegativne, je minimalna vrednost na
intervalu [—2,2] enaka 0 in je dosezena v tocki zo = 1. Ker je € — 9e 2 =
63659 >0ine? —4e !t = 837_4 > 0, je maksimalna vrednost na intervalu [—2, 2]

enaka e? in je doseZena v x, = 2.

Integral izracunamo z metodo integracije po delih, kjer izberemo u = (z — 1)?
in dv = e*dx, torej du = 2(z — 1) dz in v = €*.

I = /2(1;—1)2696 dr = ((x—1)2e$)
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2
Za izracun integrala [(z — 1)e” dx Se enkrat uporabimo metodo integracije po

0
2
0

delih, kjer izberemo u = x — 1 in dv = e*dx, torej du = dx in v = e”.
2

2
I = &2—-1-2 ((Jc—l)em) —/e””d:c :e2—1—2<62+1—e“
0
0

= 2 —1-2*+2—-e*+2)=¢>-5.

Ker je f(x) > 0 za vsak x € R, je vrednost I enaka plos¢ini lika.

92. (3. izpit, 15.6.2015) Dan je funkcijski predpis
f(z) = In(z* + 1).

(a) Dolocite definicijsko obmodje, sodost, lihost, nicle, obnasanje na robu
definicijskega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, kon-
veksnosti in konkavnosti funkcije f ter narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte [ f(z)dz.

(c) Dolocite ploscino lika D, ki ga omejujeta graf funkcije in premica z
enacho y = In 2.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocéje: Ker je funkcija In z definirana na intervalu (0, 0o) in
jez?+1>0zavsak x €RR, je Dy =R.
e Nicle: Resimo enacbo f(x) = 0. Ker je In(z? + 1) = 0 natanko takrat, ko
je 22 +1 =1, ima funkcija eno dvojno niclo z; 5 = 0.
e Sodost/lihost: Ker je f(—x) = In((—z)?+1) = In(2?2 +1) = f(x), je
funkcija f soda.

obnasanje funkcije, ko x — oo. Ker je lim (22 +1) = oo in lim Inz = oo,

je tudi

lim In(z” + 1) = oco.
T—00

Zaradi sodosti je tudi lim In(z? + 1) = oo.
Tr——00
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e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprejizracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke: f'(z) = -2%5. Ker ima enacba f'(z) = 0 le resitev
x = 0, je to edina stacionarna tocka. Ker je 22 +1 > 0 za vsak z € R,
o predznaku odvoda odloca predznak funkcije z. Ker je f'(z) < 0 za vse
x < 0, funkcija f pada na intervalu (—oo,0) in raste na intervalu (0, co).
Torej ima funkcija v tocki x = 0 globalni minimum.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-

cije:
() = 2(x? 42— 1) — 4a? _ 2(1 — 132).
@EIE @
Torej f”(z) = 0 velja, kadar je 1 — 2% = 0. Enacba ima dve resitvi r = —1

in z = 1. Ker je imenovalec pozitiven za vsak = € R, je f”(z) > 0 , kadar
velja neenakost 1 —z? > 0. Neenacbo lahko prepisemo v (1—x)(1+x) > 0,
katere resitev je interval (—1,1). Funkcija je torej konveksna na intervalu
(—1,1) in konkavna na obmocju (—oo,—1) U (1,00). Tocki x15 = *£1,
f(£1) = In2, sta prevoja dane funkcije.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:

Y

In2

1 1

Opomba: Ker je funkcija f soda, bi lahko racunali stacionarne tocke, inter-
vale monotonosti, prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti ter nari-
sali graf funkcije le za x > 0. Zaradi sodosti funkcije f je del grafa funkcije
f za x < 0 dolo¢en z delom grafa funkcije f za > 0 (ta del grafa moramo
prezrcaliti preko osi y). Iz celotnega grafa dobimo podatke o ekstremih,
intervalih narascanja in padanja, prevojih ter intervalih konveksnosti in
konkavnosti funkcije f tudi za = < 0.

(b) Integral izracunamo z metodo integracije po delih, kjer izberemo v = In(z*+1)
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2z

x2+1d:v1nv:x.

in dv = dx, torej du =
2

24+ 1

222

dx.
2+ 1 v

]:/1n(w2+1)dx:xln(x2+1)—/ dx:xln($2+1)—2/

Ker je integrand racionalna funkcija, katere stevec ima isto stopnjo kot imeno-
valec, najprej delimo:

-1
(22 4+1) =1
() ) =1
-1

Potem je

1
2
I = zn(x +1)_2/(1_1’2+1) dx
1
= mln(m2+1)—2/dx—|—2/ dx

2+ 1
= wln(z* +1) — 2z + 2arctanz + C.

Plos¢ina obmocja D je enaka integralu

1 1

p(D) = / (In2 —In(z® +1)) do = 2/ (In2 —In(z® + 1)) da.

-1 0

Zadnja enakost velja, ker je funkcija f soda. Pri racunanju uporabimo rezultat

iz tocke (b):

1 1
)

— (zIn(z® + 1) — 2z + 2arctan )
0

p(D) = 2 ((:v In 2)

— 2<1n2—ln2+2—g) —4— T
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93. (4. izpit, 31.8.2015) Dan je funkcijski predpis

T

f(x):2—m.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, asimptoto, ekstreme, prevoje, in-
tervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter narisite
graf funkcije.

(b) Izracunajte plos¢ino omejenega lika D, ki ga dolocajo graf funkcije in
koordinatni osi.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocje: Ker je f racionalna funkcija, je definirana povsod,
razen v niclah imenovalca, kjer ima pole. Torej je Dy = R\ {1}.

e Nicle. Resimo enacbo f(x) = 0. Najprej funkcijo zapisemo v obliki ulomka

T 2 —12—x 22 —dx 42—z  22° -5z +2

) = e = " or . o @o1p

Nicli funkcije sta resitvi kvadratne enacbe 222 — 5z + 2 = 0, torej z; =

—5**/?157716 = % in xy = —5+*/i‘r’fw =2
e Obnasanje funkcije na krajiscih definicijskega obmocja: Ker je Il_l)gloo ﬁ =
0, je xEI}:loo <2 — ﬁ) = 2, ima funkcija vodoravno asimptoto y = 2. Ker
je f(z) =2, ko je —ﬁ = 0, graf funkcije seka asimptoto v tocki (0, 2).
Poglejmo si Se obnasanje funkcije, ko se funkcija priblizuje tocki x = 1,
kjer ima pol. Ker je v imenovalcu soda potenca, je gljlfnq ﬁ = }cl\rri ﬁ

Koz —1,grex—1—0. Kerje (x—1)>>0inz >0, je

Y r : o1 % B
xgrr% m = 00 1n zato e xlg)H} 2 — m = —0OQ.

e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

(x —1)? = 2z(z — 1) (x—1)(x—1—2z)

fe) = G-y T @y
(x+1)(x—1): r+1
(z = 1)t (z—1)%
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Ker je (x — 1)®> > 0 za vsak = € Dy, je predznak odvoda enak predznaku
izraza i—ﬂ Ker lahko neenacbo f’(x) > 0 prepiSemo v neenacbo i—ﬂ > 0,
katere resitev je obmocje (—oo, —1)U(1, 00), funkcija na tem obmocju raste.
Ker je f'(z) < 0 na intervalu (—1, 1), funkcija na njem pada. Funkcija ima
stacionarno tocko x = —1, f(—1) = %, v kateri je lokalni maksimum.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

(z—1P°—(z+1)3@x—-1)?* (r—1)>*z—1-3z-3)

o) = w1 - CE
 (z—1)P2—-1-32z-3) —20-4 —2x+2)
B (z —1)° (-1t (-1t

Ker je (z — 1)* > 0 za vsak @ € Dy, je f"(x) > 0, kadar velja neenakost
xr+2 < 0. Funkcija je torej konveksna na intervalu (—oo, —2) in konkavna
na obmodcju (—2,1) U (1,00). Totka = = —2, f(—2) = 2, je prevoj dane
funkcije.

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:

I
N}

| ]
—_
N
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(b) Ploscina omejenega lika D, ki ga dolocajo graf funkcije in koordinatni osi je
enaka
: ! :
x x
D) = 2—— | de= | 2de — | ——— dx.
#0)= [ (2- i) ta= [oar- [ ippen
0 0 0
V drugi integral uvedemo novo spremenljivko ¢t = x — 1 | torej dt = dx in

xr =t+ 1. Zaradi uvedbe nove spremenljivke moramo ustrezno spremeniti tudi
meje integrala. Torej

p(D) = 2%7

94. (1. izpit, 28.1.2016) Dan je funkcijski predpis
f(z) =2V1—x.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, obnasanje na robu definicijskega
obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti in konveksnosti.
Narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta graf funkcije in abscisna os.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocje: Ker izraz 1 — x nastopa pod znakom kvadratnega
korena, mora biti 1 —z > 0. Torej je Dy = (—o0, 1].
e Nicle: Ko resimo enacbo f(x) = 0, dobimo nicle dane funkcije: z; = 0 in
To = 1.

dana funkcija niclo, zato moramo samo Se dolociti obnasanje funkcije, ko

T — —00:
lim zv1— 2 = —o0.

T—r—00
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e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprejizracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

-1 20—z)—z  2-3zx
Vi—-z+x- = = .
fw) = 21 -2 21—z 2V1l—x
Ker je /1 —2 > 0 na (—o0, 1), ima f’(z) enak predznak kot izraz 2 — 3.
Torej bo f'(z) > 0, ¢e bo 2 — 3z > 0. Ker je resitev neenacbe enaka
(—o0, %), funkcija f na tem obmocju raste in pada na intervalu (2 1).

Funkcija ima eno stacionarno tocko z = %, f (5) = 2\[ , v kateri je lokalni
maksimum.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

fi(x) = Vi —
( 6(1—2)+2— Bx)_ 3x —4
20 —2)VI—z ) 4(1—2)Vi—x

Ker je izraz (1 — x)v/1 — x na Dy pozitiven, je predznak f”(x) odvisen od
predznaka izraza 3z — 4, ki je na celem D negativen. Torej je funkcija f
konkavna na celotnem Dy in nima prevojev.

(2 3x)’:%<—3m—(2—3w)'w+7>

1
2
1
2

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:
Yy

23 L ___
9

RIS
—_
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(b) Ploscina omejenega lika D, ki ga omejujeta graf funkcije in abscisna os, je enaka
1
= / xvV1—xdx.
0

V integral uvedemo novo spremenljivko ¢t = /1 —x oz. t? = 1 — x , torej
2tdt = —dx in x = 1 —t2. Zaradi uvedbe nove spremenljivke moramo ustrezno
spremeniti tudi meje integrala. Torej

1

0 3 45\ |1
/1t2 2/ £ —t') dt =2 v
3 5
1

0

95. (3. izpit, 13.6.2016) Dan je funkcijski predpis

f(z) = pel=27"

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, prevoje,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije. Razis¢ite
Se obnasanje na robu definicijskega obmocja in narisite graf funkcije.

(b) Ce obstaja, izracunajte ploiéino neomejenega lika D, ki lezi v prvem
kvadrantu, in ga omejujeta graf funkcije in abscisna os.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmoéje: Ker je funkcija e* definirana za vse realne z, je
Dy =R.
e Nicle: Resimo enacbo f(z) = 0. Ker je e* > 0 za vsak 2 € R, ima funkcija
niclo z = 0.
e Sodost/lihost: Ker je

liha, je lim f(z) = — lim f(x). Ko gre z — oo, gre 1—2:E — —00
Tr——00 T—r 00
in el27* 0, torej imamo nedoloc¢enost oblike oo - 0, ki jo prepisemo v

nedolocenost oblike 22, da lahko uporabimo ’'Hospitalovo pravilo:
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. —9g2 . r  rH . 1
lim ze'™ = lim ——»— = lim ——5— = 0.
T—00 z—o0 27 -1 z—o0 4rer” 1

e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
stacionarne tocke:

fl(z) =% 4 2e' 2" (—dz) = (1 — 42)e' 2" = (1 — 22)(1 + 22)e" 2.
Ker je e'72** > 0 za vsak « € R, je predznak f’(z) enak predznaku izraza
(1—2z)(1+2z). Ceje —3 <z < %, je torej f'(xz) > 0 in zato funkcija

11 saliz > 3, je f'(z) < 0 in zato

na intervalu (—1,1) raste. Ce je z < —
1 o00) pada. Resitvi enacbe f'(z) = 0
— e

funkcija na obmocju (—oo, —1) U (3,
sta stacionarni tocki z1 = —3 in @ = 1, f(z1) = —f(z2) = . V xy
funkcija doseze lokalni minimum, v x5 pa lokalni maksimum.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

F(x) = —8xe" % + (1 —4a?)e' 2 (—4x) = —4z(2 + 1 — 422)e! 2
2 3 2
= —4x(3 —42%)e' ™ = 162 (x2 — 4_1> el
3 3 2
= 16z x—L_ x—i—L_ et
2 2
Ker je el=2" 5 () zax € Dy, so xy = —\/73, To=01n x3 = ‘/73 kandidati za

prevoje. Oglejmo si intervale, na katerih ima f”(z) isti predznak.
- Zaz € (—oo, —‘/75) je f"(x) < 01in zato je f na tem intervalu konkavna.
- Zax € (—‘/75, 0) je f”(x) > 0 in zato je f na tem intervalu konveksna.
- Zaz € (0, */75) je f"(x) < 0 in zato je f na tem intervalu konkavna.

- Zax € (‘/73, o0) je f”(x) > 0 in zato je f na tem intervalu konveksna.

Torej ima funkcija f v tockah x; = —ﬁ, Ty = 0 in z3 = ‘/7?: prevoje.

2
Vrednosti funkcije v teh tockah so f(—‘/Tg) = —‘é?}, f(0) =0 in f(‘/?g) =
V3e

2e

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo Se graf funkcije:
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I
Vel
2 |
Ve [ 1l
2e
D
_V3 1 l l
2 2 I I
i T L — i
o |
I I 2
I I
:,,,,L ,,,,,, _ V3e
! 2e
|
DA e
2

Opomba: Ker je funkcija f liha, bi lahko rac¢unali stacionarne tocke, intervale
monotonosti, prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti ter narisali graf
funkcijele le za x > 0. Zaradi lihosti funkcije f je del grafa funkcije f za x < 0
dolocen z delom grafa funkcije f za x > 0 (ta del grafa moramo prezrcaliti
preko koordinatnega izhodisc¢a). 1z celotnega grafa bi dobili podatke o ekstre-
mih, intervalih narasc¢anja in padanja, prevojih ter intervalih konveksnosti in
konkavnosti funkcije f tudi za z < 0.

(b) Najprej izracunajmo nedoloceni integral. Uvedemo novo spremenljivko ¢ =

1 — 222, torej dt = —dadr in xdr = —2%.
1—2 2 1 t et 61_2:22
R P e S .
/xe x 4/6 1 +C 1 +C

Plosc¢ina lika D obstaja, ¢e konvergira posploseni integral

b
% , ) 61—2$2 b
e dr = lim [ ze' 7 dx = lim | —
b—o0 b—00 4
0 0 0
1 . _op2 e
= —— lim (el 2 —e) = —.
4 b—oo 4

Zadnja enakost velja, saj ko gre b — 0o, gre 1 — 2b? — —o0 in "2 — 0.
Ploscina lika D je torej enaka .
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96. (4. izpit, 5.9.2016) Dan je funkcijski predpis

2

f(z) = arctan i
i

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme in intervale
monotonosti. Raziscite Se obnasanje na robu definicijskega obmocja in
narisite graf funkcije.

(b) Izrac¢unajte ploscino lika

2o
L:{(m,y)ERQ;1§x§\/§,0§y§arctanx2 }
x

Namig: Uporabite metodo per partes in uvedite novo spremenljivko.

Resitev:

(a) e Definicijsko obmocje: Ker je funkcija arctanz povsod definirana, je de-
finicijsko obmocje nase funkcije enako definicijskemu obmocju racionalne
funkcije % Torej Dy =R\ {0}.

e Nicle: Resimo enacbo f(z) = 0. Ker je arctanxz = 0 natanko tedaj, ko
. . - . R s | .
je # = 0, je enacha f(r) = 0 ekvivalentna enachi %= = 0, ta pa je

ekvivalentna enachbi 22 — 1 = 0. Tako dobimo dve ni¢li 21 = —1 in 25 = 1.

e Sodost/lihost: Ker je

f(=x) = arctan % = arctan (—3522; 1)
r? -1

2z

= —arctan

= —f(2),

je funkcija f liha.

liha, je Lim z)=—lim f(z)in lim f(z) = — lim f(z). Ko gre x — o0
e limf(@) = = lim f(z)in lim f(x) =~ lim f(z). Kog ,
gre ‘”22;1 — o0 in arctan ‘”22;1 — 5. Kogrex \ 0 gre ‘”22;1 = %x—% — —00
in arctan 3”22;1 — —g.

e Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo
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stacionarne tocke:

fla) = 1 222z — (2?2 —1)2 _ 2(20% — 22 + 1)
1+ (%_;1)2 (2x)? % A2
2(2% + 1) 2022+ 1) 2(2% + 1) 2

42 + (22— 1)2 244222 +1 (224 1)2 22+ 1

Ker je z2+1 > 0 za vsak x € Dy, je tudi f'(x) > 0. To pomeni, da funkcija
narasca na Dy. Ker je f'(z) # 0 funkcija nima stacionarnih tock.

e Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji. Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funkcije:

Xz
(1'2 + 1)2 :

2 Y /
" _ - 2 -1\’ _ 2 -2 _
f(x) = <x2+1) =2((*+1)7") =2 +1) 2z =—14-
Ker je f”(xz) = 0 natanko tedaj, ko je x = 0 in 0 ¢ Dy, funkcija nima
prevojev. Ker je (22 4+ 1)? > 0 za x € Dy, je f”(x) > 0 natanko tedaj, ko
je z < 0. Funkcija f je torej konveksna na intervalu (—oo,0) in konkavna
na (0, 00).

e Na podlagi dobljenih podatkov skicirajmo se graf funkcije:

Opomba: Ker je funkcija f liha, bi lahko racunali stacionarne tocke, intervale
monotonosti, prevoje ter intervale konveksnosti in konkavnosti le za z > 0. Z
upostevanjem teh podatkov bi lahko narisali graf funkcije f za x > 0. Zaradi
lihosti funkcije f je del grafa funkcije f za x < 0 dolocen z delom grafa funkcije
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f za x > 0 (ta del grafa moramo prezrcaliti preko koordinatnega izhodisca). 1z
celotnega grafa dobimo podatke o ekstremih, intervalih naras¢anja in padanja,
prevojih ter intervalih konveksnosti in konkavnosti funkcije f tudi za x < 0.

z2—1
2z

Uporabimo metodo per partes. Izberimo u = arctan in dv = dx ter

izracunajmo du = —2—dz in v = .
x4+1

/ . x2—1d . x?—1 / 2r p
rctan = x arctan — .
arctan —— dx = z arctan —— $2+1x

V preostali integral uvedemo novo spremenljivko ¢t = x? + 1, za katero velja
dt =2z dzx:

x?—1 2x x?—1 dt
T arctan — dr = xarctan — —
2% 241 2z t
x? —
= rarctan —Inlt|+C

2

= xrarctan

—In(z* + 1)+ C.
T

Ploscina lika L je tako enaka

V3

p(L) = /arctan

1

2

x2—1 V3

1

x?—1

xz

de = (x arctan
T

—In(z® +1) + (J)

™3

3
= \/garctang —In4 —arctan0 4+ 1In2 = e —In2.

Uporabili smo dejstvo, dajeIn2 —In4=In2 =In2"' = —In2.

97.

(2. kolokvij, 18.1.2017) Dan je funkcijski predpis

2

flz) =xze ™.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, prevoje,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f. Raziscite
Se obnasanje na robu definicijskega obmocja in narisite graf funkcije.

1

(b) Izracunajte [ f(z)dz.
0
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Resitev:

(a)

Definicijsko obmocje: Ker sta funkciji x in e™ = e% povsod definirani, je

definicijsko obmocje nase funkcije Dy = R.

Nicle: Ce zapisemo f(z) = £ vidimo, da je enacba f(z) = 0 ekvivalentna
x = 0.

Sodost/lihost. Ker je

liha, je lim f(z) = — lim f(x). Ko gre x — oo, gre 5 — 0.
T—r—00 T—00
Intervali monotonosti ter ekstremi: Najprej izracunajmo odvod in pois¢imo

stacionarne tocke:

e —xe” 2 (1 — 222) 1-227

/ o _

f (l’) - €2x2 - 62382 exz
Stacionarne tocke so torej reSitve enacbe 1;22”’62 = 0. Ker ima enacha dve
reSitvi x19 = ﬂ:72, ima funkcija dve stacionarni tocki. Ker je e > 0 za
vsak @ € Dy, je predznak f’(z) enak predznaku 1 —2z2. Torej je f'(z) > 0
natanko tedaj, ko je 1 — 222 > 0, to pa je pri o € (—g, \/7§> Na tem

intervalu funkcija narasca. Funkcija pada za x € (—oo, g) U (—?, oo).

Funkcija doseze lokalni minimum v z = —‘/75, f <—\/T§> = —%e_% =

V2e ; : > _ V2 V2\ _ V2e
—35, lokalni maksimum pa doseze v z = R f <7> = 5=

Intervali konveksnosti in konkavnosti ter prevoji: Najprej izracunajmo
drugi odvod in pois¢imo njegove nicle, ki so kandidati za prevoje funk-
cije:

| —dwe®” — (1-222)e 2 > x(3 — 22%)

" o T o $<3 B 2$2)
f(z) = 27 = —2e 'T——Z—

2 .

eiE

Resitve enacbe f’(x) = 0so z = 0 in z = j:‘/;’. Ker je ¢ > 0 za
x € Dy, je f’(z) > 0 natanko tedaj, ko je 3z — 22® < 0. Funkcija
3z — 223 je zvezna in menja predznak le v niclah, ki smo jih izracunali ze
prej. Ker gre za polinom tretje stopnje z negativnim vodilnim koeficientom
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velja 3z — 22° < 0 na obmocju (— > U ( > Funkcija f je torej

konveksna na obmocju ( > ( oo) in konkavna na ( 0, —\/76) U
(O f) Funkcija ima prevoje v =0, f(0) =0in z = j:f, f <j:*/76> =
i\f -3 _ 4 VGe

2e2 °

e Na podlagl dobljenih podatkov skicirajmo e graf funkcije (zaradi lepse
slike sta oznacena le lokalni maksimum in prevoj za = > 0):

Yy

vV 2e

2e

g |- >

2e2 | l

; o : x

V2o 6
2 2

Opomba: Ker je funkcija f liha, bi lahko rac¢unali stacionarne tocke, intervale
monotonosti, prevoje ter intervale konveksnosti in konkavnosti le za x > 0. Z
upostevanjem teh podatkov bi lahko narisali graf funkcije f za x > 0. Zaradi
lihosti funkcije f je del grafa funkcije f za x < 0 dolocen z delom grafa funkcije
f za x > 0 (ta del grafa moramo prezrcaliti preko koordinatnega izhodisca). 1z
celotnega grafa dobimo podatke o ekstremih, intervalih narasc¢anja in padanja,
prevojih ter intervalih konveksnosti in konkavnosti funkcije f tudi za x < 0.

Uvedimo novo spremenljivko t = —a2, za katero velja dt = —2x dx oziroma
rdr = —%. Nova spodnja meja je 0, nova zgornja meja pa —1.

1 —1 -1
2 —dt 1 1 . _ 1 1
/xew d'x:/etT:_i/etdt:_ietolz_i(e1_1)2626 .
0 0 0
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98. (4. izpit, 28.8.2017) Dan je funkcijski predpis
f(x) =av4 — x2

(a) Dolocite naravno definicijsko obmocje funkcije. Ali je funkcija soda ali
liha ali ni¢ od tega? PoiScite njene nicle, ekstreme, intervale narascanja
in padanja, prevoje, intervale konveksnosti in konkavnosti ter skicirajte
njen graf.

2
(b) Izracunajte I = [ f(z)dz. Kaksen je geometrijski pomen Stevila I?
0

Resitev: Za resitve te naloge poglejte resitve naloge |88|
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Razporeditev nalog po kolokvijih in izpitih

Solsko leto 2013/14:

1. kolokvij, 25.11.2013:

1. Poiscite vse vektorje 7, ki zadoScajo enacbi |E> X ?| = 1, kjer je a
dan vektor. Ali za kakSen vektor @ enacba nima resitve?

2. Dolocite naravno definicijsko obmocje funkcije
z(x +4)
= In(1—12— |z —1]]).
) = cos (20 ) b init - 2 o - 1)

3. Naj bodo tocke A(1,2,0), B(3,1,—4), C(2,0,1) in D(0,2,1) oglisca
tetraedra ABCD.

(a) Izracunajte prostornino tristrane piramide in dolzino visine na plo-
skev skozi tocke A,C' in D.

(b) Dolocite enacbo premice p skozi tocki A in C.

(c) Poiscite presecisce premice p in premice q: z =1 —y = 24,

4. (a) Pokazite s popolno indukcijo, da za vse n € N velja

n

2
S (@ +3k) = M
k=1

(b) Izracunajte limito

ro(2
L i Tha(2438)
n—00 n2—|—2n

in dolocite, kateri ¢leni lezijo izven e-okolice limite L s polmerom
e = 0.01.

Poglejte naloge z resitvami: [18] [T, 32] in 64}
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2. kolokvij, 13.1.2014:

1. Izracunajte
1

/(1 + e¥)Wex —1da.

0

2. Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija

2

T, z <0

l—exz
flz)=<¢ a, r=0
bsin z2 x>0

1+2z—e22 )

povsod zvezna.
3. Skicirajte graf funkcije f: [0,1] — [1,2], za katero velja naslednje:

(1) funkcija f je bijekcija;
(2) f'(z) >0 zavsex € [0,1];
(3) f"(x) <0 zavsexel0,1].

Poiscite funkcijski predpis kake funkcije s temi lastnostmi.

4. Dan je funkcijski predpis

x) = arctan .
/(@) 95 2p Il

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, zac¢etno vrednost, intervale mo-
notonosti, ekstreme, intervale konveksnosti in konkavnosti, prevoje

obmocja in funkcijo narisite.

5. Obravnavajte sistem enacb glede na parameter a in zapisite vse njegove
resitve:
r + y - z = 2,
r + Sy + Tz = 6,
3z + by + (a*—3)z = a+6.

Poglejte naloge z resitvami: 67, [72] [73] in [37}
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1. izpit, 23.1.2014:
1. Dolocite naravno definicijsko obmocje funkcije

(x —T)sinx

@+ 2z +1In(]z® — 5x| — 6).

fz) =

2. Dolocite vse lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

8§ —14 —4
A=13 -5 -2
0 0 2

Ali se matriko A da diagonalizirati? Odgovor utemeljite.

3. Dan je funkcijski predpis
f() = (nz)?.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, obnasanje na robu definicij-
skega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, konve-
ksnosti in konkavnosti funkcije f ter narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte [ f(z)dz.
(c) Dolocite ploséino lika L, ki ga omejujejo graf funkcije, tangenta v
tocki (e, 1) in abscisna os.

4. Dani sta premici

3—y =z+1 . 99— z+ 11
p:x—4:T: in q: =y—T7= .
c 2

(a) Dolocite ¢ tako, da bosta smerna vektorja premic pravokotna.

(b) Pokazite, da se za tako dobljeni ¢ premici sekata in poiScite
presecisce.

(c) Poiscite ravnini, ki sta vzporedni premicama p in ¢ ter sta od njiju
oddaljeni za 3 enote.

Poglejte naloge z resitvami: 2] [38], [86] in [23]
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2. izpit, 7.2.2014:
1. Naj bosta

3 2 3 1 -1 2
A=13 9 1 in B=|0 1 1
=l =2 =% -1 3 -1

Resite matricno enacho AX = BT + 2X.

o0 2
2. Pokazite, da je vrsta > (niw)n konvergentna.
n=1

3. Dan je funkcijski predpis
f(z) = (2% + 1)e”.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, zacetno vrednost, obnasanje
na robu definicijskega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale mo-
notonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter narisite graf
funkcije.

(b) Izracunajte [ f(x)dz.
(c) Izracunajte I = jq f(z) dx. Kaksen je geometrijski pomen Stevila
17 -
4. Naj bodo A(2,—1,0), B(6,—1,4) in C(5,—3,1) oglisca trikotnika.
(a) Dolocite ploséino trikotnika ABC.
(b

) Poiscite enacbo ravnine X, v kateri lezi trikotnik ABC'.
(c) Napisite enacbo premice p skozi tocki A in B.
)

(d) Poiscite pravokotno projekcijo tocke C' na premico p.

Poglejte naloge z resitvami: 9, [87 in [33]
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3. izpit, 9.6.2014:
1. Dani sta premici

2
p:rx=3+t,y=-3,z2=—-1—-2t in q:%—l—y—i&—z.

(a) Poiscite razdaljo med njima.
(b) Dolocite pravokotno projekcijo tocke A(4,3,7) na premico p.
2. Naj bo A mnozica vseh kompleksnih stevil, ki zadoscajo enacbi
2|z| = |z — 3il.

Skicirajte jo v kompleksni ravnini. Pokazite, da mnozica A vsebuje
natanko dve realni stevili in poiscite razdaljo med njima.

3. Dan je funkcijski predpis
f(z) = xzv4 — a2,

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost oz. lihost, ekstreme,
prevoje, intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funk-
cije f ter narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta graf funkcije in pozitivna
abscisna os.

4. Dane imamo tri enacbe ravnin:

r + y + 2z = 0,
r + 2y + az = -1,
2z + ay + 4z = 2.

(a) Za katere vrednosti parametra « se ravnine ne sekajo?

(b) Za katere vrednosti parametra a se sekajo v premici? Dolocite
njeno enacbo.

(c) Poiscite presecisce ravnin za o = 2.

Poglejte naloge z resitvami: [24] [10] [88]in [25]
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4. izpit, 1.9.2014:

%
1. (a) Izracunajte kot med vektorjema @ in b, e je

%
C=7T+2Y, b=7-7,|7|=2Y|in 7 LY.
%
(b) Izrazite plos¢ino paralelograma, ki ga napenjata vektorja din b ,
z dolzino vektorja 7
2. Dolocite parameter a tako, da bo funkcija
22
e ;0205496’ T 7& 0
a, =0
Zvezna.
3. Dan je funkcijski predpis

JJ—ZL’Q

241

fz) =

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, asimptoto, ekstreme, intervale
monotonosti in narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte [ f(z)dz.

0
(¢) Izracunajte I = [ f(z)dz. KakSen je geometrijski pomen Stevila

1
I?

4. Naj bo

Resite matricno enacho AX = AT +4X.

Poglejte naloge z resitvami: [19] [68] [89] in [40}
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Solsko leto 2014/15:

1. kolokvij, 1.12.2014:

1. Z matemati¢no indukcijo pokazite, da je izraz oblike 10" + 3 - 472 4+ 5
deljiv z 9 za vsak n € {0} UN.

2. Dolocite naravno definicijsko obmocje funkcije

z(z —1)(z+7)
r+1

f(x) = sin + In(|2® — 4| — 3z).
( )

3. Premici, doloceni z enachama

x4+l y+3 2z—-2 . xz—2 y+1 =z-1
3 =2 -1 2 3 —5

sta mimobeznici.
(a) Dolocite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko Ty(—4, —5, 3) in premico
p.

(b) Izracunajte koordinate tocke T, v kateri premica ¢ prebada rav-
nino iz (a).

(c) Poiscite presecisée Ty premice p in premice skozi tocki Ty in 17, e
obstaja.

4. Izracunajte matriko X, ki zadosc¢a matriéni enacbi AXA = 4A7T, pri
cemer je

1 11
A=10 1 1
1 0 2

Poglejte naloge z resitvami: [§] in [41]
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2. kolokvij, 19.1.2015:

1. Zaporedje (an)nen je podano z rekurzivno formulo ay = 2, a1 = 2+,
n > 1. Utemeljite konvergenco zaporedja in izracunajte njegovo limito.

2. Pokazite, da vrsta
(o ¢]

2
n°+1
P AE
e n?(n+1)
zadoSca pogojem Leibnizovega izreka. Izracunajte njeno tretjo delno
vsoto s3 in ocenite za koliko se s3 najvec razlikuje od prave vsote vrste.
Pokazite Se, da vrsta ni absolutno konvergentna.

3. Dolocite konstanti v in [ tako, da bo funkcija

f(x):{ sinx, <

ar+ B, r>7
v tocki x = 7w odvedljiva.

4. Dan je funkcijski predpis

flw) = 5

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, ekstreme, prevoje, intervale mo-
notonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije. Razisc¢ite obnasanje

Poglejte naloge z resitvami: [55] [60} [74] in [75]
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1. izpit, 29.1.2015:

1. Poiséite vse lastne vrednosti matrike

0 0 0
A=10 -3 2
0 6 —4

in pripadajoce lastne vektorje. Ali se matriko A da diagonalizirati?
Odgovor utemeljite.

2. Dan je funkcijski predpis f(z) = 2?v/z + 1.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, obnasanje funkcije na robu
definicijskega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti,
konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploicino omejenega lika D, ki ga dolocata graf funkcije

f in abscisna os.

3. Dana je vrsta
n=0 t 4

(a) Utemeljite, da je za t = —1 vrsta konvergentna in izracunajte
njeno vsoto.

(b) Za katere vrednosti t je vrsta konvergentna?
4. Dolocite mnozico tistih kompleksnih stevil, za katere velja

z+1
Z—1

=4.

Narisite to mnozico v kompleksni ravnini.

Poglejte naloge z resitvami: [42] 00} [61] in [11}
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2. izpit, 12.2.2015:

1. Naj bo a, = 3+2” ,n > 1.

(a) Dolocite limito zaporedja ¢ = lim a,. Kateri ¢leni lezijo izven
n—oo

okolice (a — €, a + ¢€) limite a, ¢e je ¢ = 0.257

(o0}
(b) S primerjalnim kriterijem pokazite, da vrsta »_ a, ni konvergent-
n=1
na.

2. Dolocite stevilo S tako, da bo imel sistem linearnih enacb

2r + 3y + z = 1
r + 2y + z = 0
Br + y — 2z = 248

neskonéno mnogo resitev in zapisite mnozico resitev.
3. Za funkcijo f(z) = (x —1)%

(a) dolocite najvecjo in najmanjso vrednost na intervalu [—2,2] in
tocki, v katerih sta dosezeni;

2
(b) izracunajte [ f(x)dz in utemeljite, ali je vrednost integrala enaka

0
ploscini lika, ki ga graf funkcije f oklepa z osjo x na intervalu [0, 2].

4. Naj bodo A(1,1, 2 B(1,5 C(2,4,5) in D oglisca trapeza ABC'D
1

2)
za katerega velja D = @ NaJ bo tocka E razpolovisce daljice
BC', tocka F' razpolovisc daljlce DC' in S presecisce daljic AC in EF.

Oznaéimo @ = 1@ in ? = /ﬁ

%
(a) lzrazite vektor A8 2 vektorjema @ in b .

(b) Dolocite plos¢ino trikotnika ABS.

(c) Dolocite enacbo ravnine, v kateri lezi trapez.

Poglejte naloge z resitvami: [65], [43] [91] in [34]
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3. izpit, 15.6.2015:

1. Poiscite in v kompleksni ravnini narisite tocke, za katere velja

|z — 3i| = 2|z] in Im(z) = —2.

2. Dan je funkcijski predpis
f(z) = In(z® + 1).

(a) Dolocite definicijsko obmocje, sodost, lihost, nicle, obnasanje na
robu definicijskega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale mono-
tonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter nariSite graf
funkcije.

(b) Izracunajte [ f(z)dx.
(c) Dolocite ploscino lika D, ki ga omejujeta graf funkcije in premica

z enacbo y = In 2.

3. Z uporabo 'Hospitalovega pravila izracunajte limito:

. tanz —sinz
lim — -3
z—0 sin” x
4. Dolocite premico ¢, ki vsebuje tocko Ty(3, —2, —4), je vzporedna ravnini
Y, katere enacba je
3z —2y—3z—7=0,
hkrati pa Se seka premico p z enacbo

r—2 y+4 2z-1
3 -2 2

Narisite dobro skico situacije.

Poglejte naloge z resitvami: [12] 92} [76] in [27]
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4. izpit, 31.8.2015:

1. Poiscite naravno definicijsko obmocje funkcije

2_7-6 —9
flz) = T T2 L arcsin <mT) :

r—1

2. Dan je funkcijski predpis

X

f(zx) :2—m.

(a) Dolocite definicijsko obmocéje, nicle, asimptoto, ekstreme, prevoje,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter
narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte plos¢ino omejenega lika D, ki ga dolocajo graf funkcije
in koordinatni osi.

3. Za zaporedje

3 n
=—+-+=+ +—, neN,

3 3 9 27 S

z uporabo matematicne indukcije preverite, da velja formula

3ntl _9p —3
S, =— —
4.3n

in dolocite Se limito zaporedja (.S, )nen-

4. Ugotovite, pri katerih vrednostih parametra g je naslednji sistem resljiv
in zapisite vse njegove resitve:

-z + y + z = -1
3x — 6z = 3+38
20 — Py + (B-4)z = 2

Poglejte naloge z resitvami: [4} (93], [66] in [44]
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Solsko leto 2015/16:

1. kolokvij, 23.11.2015:

1. S pomocjo matematicne indukcije pokazite, da za vsako naravno Stevilo
n velja
2+10+24+...+nBn—1)=n*(n+1).

2. Dani sta premici
p: 7 =X(-2,0,1), \€R, ing: ¥ =(1,1,-1) + (0,2, -1), p € R.

(a) Pokazite, da se premici p in ¢ sekata.
(b) Poiscite enacbo ravnine II, ki vsebuje premici p in g.
(c) Poiscite tocko Ty na ravnini II, ki je najblizja tocki T'(5, —3,5) in
dolocite razdaljo tocke T" od ravnine II.
3. Dani sta kompleksni stevili z; =1 — V3iin 2o =141,

(a) Izracunajte #=22.
22

(b) Zapisite z; in z5 v polarni obliki.
(c) Izracunajte %ﬁ

4. Za funkcijo
f(x) = In(arccos(2z))
(a) dolocite definicijsko obmocéje in zalogo vrednosti;

(b) preverite, da je funkcija bijektivna in zapisite predpis njej inverzne
funkcije f~1;

(c) poiscite edino niclo funkcije f~1.

Poglejte naloge z resitvami: [0 28] [13]in [5
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2. kolokvij, 18.1.2016:
1. Zaporedje (ay,)nen je podano z rekurzivno formulo

2a2 +3
7 )

a1:2,an+1: nZl

Pokazite, da je zaporedje monotono in omejeno. Utemeljite konvergenco
zaporedja in poiScite njegovo limito.

2. Dana je matrika

-1 0 O
A=12 1 -2
-1 0 O

(a) Poiscite vse lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

(b) Ali matriko A lahko diagonaliziramo? Ce lahko, poiscite tako
obrnljivo matriko P in diagonalno matriko D, da velja A =
PDP™L.

(c) Izracunajte A%°%,

3. Izracunajte limiti

(a) lim ze ™.
T—00

(b) lim z (e% — 1).
T—00

4. Dolocite Taylorjev polinom 7Ty(z;0) za funkcijo f(x) = arctanx glede

na tocko 0. Ocenite napako priblizka f(z) ~ T5(x;0), ki bo veljavna za

1
lz] < 35-

Poglejte naloge z resitvami: [56) [45] [69] in [77]
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1. izpit, 28.1.2016:

1. Dani sta matriki

A=

=R .
—_ = =

1 2 1
0 in B=|0 0 3
3 0 1

Resite matriéno enacho AX = BT + X.

2. Dan je funkcijski predpis
flx)=a2v1—=x.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, obnasanje na robu definicij-
skega obmocja, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti in konve-
ksnosti. Narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploséino lika, ki ga omejujeta graf funkcije in abscisna
0S.

%
3. V paralelogramu ABC'D naj bo a = f@ in b = E Naj bo tocka L
razpolovisce diagonale AC' in tocka M naj deli stranico BC' v razmerju
2:1.

(a) Naj bo S prese_é)iéée daljic AM in BL. lzrazite vektor ﬁ 7 vek-
torjema din b.
%
(b) Naj bo | b] =1, |d| = 2 in £(,
vektorja LM.

%
b) = /3. Poiséite dolzino

4. Dolocite vsa Stevila x, za katera velja neenakost
2] — 2] <+ |z + 2]
4

in narisite grafa na obeh straneh neenacaja v R2. ‘Popravite’ stirico v
neenacbi tako, da bo mnozica resitev natanko interval (1,4).

Poglejte naloge z resitvami: [46}, [94] [20] in [0}
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2. izpit, 11.2.2016:
1. Izracunajte ploscino lika, ki je omejen z osjo x in grafom funkcije
f(z) = 2° cos z
ter vsebuje tocko (1, %)
2. Dolocite mnozico vseh kompleksnih stevil, za katera velja enakost
|z — 1] = |22 + 1]
in jo narisite v kompleksni ravnini.

3. Poiscite enacbo tangente na graf funkcije

(z) x4+ 3

xT) =

I =315

v tocki zg = —1. V kateri tocki ta tangenta seka abscisno os? Ali Se

kaksna tangenta grafa funkcije g seka x-os v isti tocki?

4. Podani sta ravnini
Yirxz+y+2=0 in Xo:2x+3y+4z=1.

(a) Pokazite, da se ravnini ¥; in 3, sekata v premici in poiséite njeno
enacho.

(b) Poiscite vse vrednosti parametra «, za katere ravnine 1, ¥ in
Y3:x+y+a’r=a

nimajo nobene skupne tocke.

Poglejte naloge z resitvami: [82] [14] [78] in [29]
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3. izpit, 13.6.2016:

1. Obravnavajte in reSite sistem naslednjih enacb v odvisnosti od parame-

tra a:
r — Yy + z = 0
- 4+ 2y — az = 2
z + ay + z = a+1

2. Poiscite vse resitve enacbe
Re(z+iz2)+22=0, z¢€C,

in jih narisite v kompleksni ravnini. Naredite isto Se za enacbo
Im(2z —iz) = 1. Dolocite vsa kompleksna stevila, ki zados¢ajo obema
enacbama.

3. Dan je funkcijski predpis
flz) = ze'™27,

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, pre-
voje, intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije.
Raziscite Se obnasanje na robu definicijskega obmocja in narisite
graf funkcije.

(b) Ce obstaja, izracunajte ploi¢ino neomejenega lika D, ki lezi v pr-
vem kvadrantu, in ga omejujeta graf funkcije in abscisna os.

4. Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija

Nt —-1<x<0
f(z) =14 azx+0b, 0<z<1
arctan -1, z>1

zvezna povsod na svojem definicijskem obmocju.

Poglejte naloge z resitvami: [47] [15] [95] in [70]
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4. izpit, 5.9.2016:

1. Poiscite vse vrednosti parametra a, za katere je dana determinanta

enaka 2:
-1

4 0
3 1 %
7 3
1

[ )

a

—1 20 — 2 —a

%

2. V paralelogramu ABCD naj bo @ = 1@ in b = ﬁ Naj bo tocka L
razpolovisce diagonale AC' in tocka M naj deli stranico BC' v razmerju
2:1.

(a) Poiscite razmerje med plosé¢ino trikotnika BM L in ploséino para-
lelograma ABC'D.

(b) Naj bo S prese_éjéée daljic AM in BL. Izrazite vektor A8 7 vek-

torjema din b.

(c) Naj bo ﬁi}: 1, |@| = 2 in L4,
vektorja LM.

?) = 7/3. Poiscite dolzino

3. Dano je zaporedje
B 6n2 + 1
I =1 opz
Pokazite, da je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno. Dolocite
limito zaporedja. Ugotovite, od katerega Clena naprej lezijo ¢leni zapo-
redja v intervalu s sredis¢em v limiti in polmerom ¢ = 0.01.

n>1.

4. Dan je funkcijski predpis

2
-1
f(z) = arctan ’ :

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme in in-
tervale monotonosti. Raziscite Se obnasanje na robu definicijskega
obmocja in narisite graf funkcije.

(b) Izracunajte ploscino lika

41
L:{(m,y)€R2;1§x§\/§,0§y§arctanx2 }
x

Namag: Uporabite metodo per partes in uvedite novo spremenljivko.

Poglejte naloge z resitvami: 48] 21}, [57] in [96]
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Solsko leto 2016/17:

1. kolokvij, 5.12.2016:

1. Poiscite vsa kompleksna stevila z, za katera velja:

. (VB BN 2

2. Dolocite vrednost parametra a, da matrika

-1 1 1
A=|[-5 1 2
a —1 -3

ne bo obrnljiva.

_>
3. V paralelogramu ABCD naj bo qd = /@ in b = @ Naj tocka
X deli stranico CD v razmerju 2 : 1 in tocka Y deli stranico AD v
razmerju 1 : 2.

(a) Naj bo S prese_é)iéée daljic AX in BY. Izrazite vektor /ﬁ z vek-

torjema din b.

— —
(b) Naj bo |[d| =6, |b| =3in £(d, b) = n/3. Poiscite dolzino
vektorja 57)? in plosc¢ino trikotnika AXY .

4. Obravnavajte in resite sistem naslednjih enacb v odvisnosti od parame-

tra a:
x + % = 1
z + y + (a+1)z
2r — ay + 2a+1l)z = 2

Poglejte naloge z resitvami: [16 [49] 22 in [50}
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2. kolokvij, 18.1.2017:

1. Pokazite, da vrsta

- +3
E -1 nb1M T 9
n:l( ) Tl2

zadoSca pogojem Leibnizovega izreka. Izracunajte njeno tretjo delno
vsoto s3 in ocenite za koliko se s3 najvec razlikuje od prave vsote vrste.
Pokazite Se, da vrsta ni absolutno konvergentna.

2. Dan je funkcijski predpis

2

flz) =xze ™.

(a) Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, pre-
voje, intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije
f. Raziscite Se obnasanje na robu definicijskega obmocja in narisite
graf funkcije.
1

(b) Izracunajte [ f(x)dz.
0

3. Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija f(x) povsod zvezna:

arctan 15, r < —1
f(z) =< ax+b, -1<2<0
sin x
Vz22z—z’ x>0

Poglejte naloge z resitvami: [62] [07] in [71]
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1. izpit, 23.1.2017:

1. Za rekurzivno podano zaporedje a; = 2, a1 = 6 — ai pokazite, da je
omejeno in monotono. Utemeljite konvergenco zaporedja in izracunajte
njegovo limito.

2. Dani sta premica p: 7 = (2,3, —4) + A\(—1, —2,1) in tocka T'(1, 2.0).

(a) Napisite enacbo ravnine, ki gre skozi premico p in tocko T

(b) Poiscite tocko Ty na premici p, ki je najblizja tocki 7" in dolocite
razdaljo tocke T od premice p.

3. Izracunajte lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
1 0 0

A=1(2 0 -1

2 -1 0

Poiscite kako obrnljivo matriko P in diagonalno matriko D, da bo A =
PDP~'. 7 njihovo pomocjo izracunate A2917.

4. Izracunajte ploscino lika, omejenega s krivuljami

2
y=—,y=z+1,y=0inz = 3.
7

Poglejte naloge z resitvami: [58] 30} [51] in [83]
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2. izpit, 6.2.2017:

1. Obravnavajte in resite sistem naslednjih enacb v odvisnosti od parame-

tra a:
r - 2y + z — 2
2r — 3y + (a+2)z = 5
r — (a+2)y =1

2. Dan je funkcijski predpis

X

f(@"):m~

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, prevoje,
intervale monotonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije. Raziscite
Se obnasanje na robu definicijskega obmocja in narisite graf funkcije.

3. Izracunajte

(a) / ﬁd@ (b)]oxe—% dz.

%
4. V paralelogramu ABC'D oznac¢imo qd = 1@ in b = ﬁ Tocke X, Y,
U in V naj zaporedoma lezijo na stranicah AB, BC, CD in DA tako,
. a4 .
da velja |B| (| XB|=1:2,|BY]: |ﬁ| = 2: 1, tocka U razpolavlja
daljico C'D in tocka V razpolavlja daljico AD. Oznacimo z S presecisce

daljic XU in YV.

%
(a) lzrazite vektor A3 7 vektorjema @ in b .

(b) Naj imajo tocke A, B in D koordinate A(2,0,0), B(3,—2,2) in
D(4,1,2). Pokazite, da je paralelogram romb. Pois¢ite tudi enacbo
ravnine, v kateri lezi ta paralelogram.

Poglejte naloge z resitvami: [52] [79, [34] in [35]
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3. izpit, 13.6.2017:

1. Resite matri¢no enacho AX = 2X + BT, kjer je

3 2 -1 1 2 -1
A=10 1 2 in B=|-1 0 1
1 4 =2 1 -1 0

.V prostoru imamo ravnino Il : « +y — 2z = 0 ter premici

P 7:(1,1,1)—1-)\(0,2,1),)\61& in q : x:y:—g.

(a) Preverite, da premica p lezi v ravnini II.
(b) Preverite, da je premica ¢ pravokotna na ravnino II.

(¢) Izracunajte razdaljo med premicama p in gq.

. Dana je vrsta

> L1
P

n=1

Ali konvergira? Ali konvergira absolutno? Odgovore utemeljite.

. Izracunajte plosc¢ino lika, ki ga oklepajo abscisna os, graf funkcije
f(z) = Inx ter tista tangenta na graf f(z), ki poteka skozi tocko (e, 1).

. Dolocite definicijsko obmocje realne funkcije, podane s predpisom
f(x) = arcsiny/1 — 22, Ali je funkcija soda ali liha ali ni¢ od tega?
Poiscite njene nicle, intervale narascanja in padanja, konveksnosti in
konkavnosti ter skicirajte njen graf. V katerih tockah definicijskega
obmoc¢ja prvi in drugi odvod funkcije ne obstajata?

Poglejte naloge z resitvami: [53] 31} [63] [85] in [80]
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4. izpit, 28.8.2017:

1. Naj bo ABCD trapez, kjer je ﬁ =24, B = ? in lﬁ =d. Naj
bo tocka E razpolovisée stranice BC' in naj tocka F' deli stranico AD
v razmerju 1 : 2. Ozna¢imo z S presecisce daljic AE in FB. lzrazite
vektor B z @ in ?

Zapisite enacbo ravnine, v kateri lezi trapez, ¢e so koordinate tock
A(0,0,0), B(2,1,1) in D(—1,2,0).

2. Dan je funkcijski predpis
f(z) = zv4 — 2.

(a) Dolocite naravno definicijsko obmocje funkcije. Ali je funkeija soda
ali liha ali ni¢ od tega? Poiscite njene nicle, ekstreme, intervale
narascanja in padanja, prevoje, intervale konveksnosti in konkav-
nosti ter skicirajte njen graf.

2
(b) Izracunajte I = [ f(x)dz. Kaksen je geometrijski pomen Stevila
0

I?

3. Dolocite definicijsko obmocje funkcije

f@)=I—al - 1.

4. Poiscite vsa kompleksna stevila, ki zadoscajo enacbama
|24+ 1—2i] =|2—=1| in 2Im(z) = Re(2).

5. Resite sistem enacb

2r — y + 2z = 1
or — 2y + 3z = 3
w = & =l

Kaksen je geometrijski pomen resitve?

Poglejte naloge z resitvami: [36], [98] [7, [17] in [54]
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